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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 Под активными понимают среды, в которых энергия может не только 

уменьшаться за счет диссипации, но и увеличиваться за счет развития каких-

либо неустойчивостей. Активные среды широко используются в вакуумной, 

плазменной, полупроводниковой и квантовой электронике для усиления и ге-

нерации электромагнитных колебаний. Разнообразные примеры волновых не-

устойчивостей можно найти в газо- и гидродинамике, биологии, химии и в 

ряде других областей науки. 

 Настоящее учебное пособие написано на основе одноименного курса 

лекций, который читается автором в течение ряда лет для студентов магистра-

туры (направление «Прикладные математика и физика») Саратовского нацио-

нального исследовательского государственного университета имени Н.Г. Чер-

нышевского. Оно ориентировано на читателя, уже знакомого с основами не-

линейной теории колебаний и волн и имеющего базовую физико-математиче-

скую подготовку в объеме университетского курса.  

 Книга состоит из шести глав. В главе 1 рассматриваются линейные вол-

новые процессы в средах с отрицательным поглощением. Вводятся понятия 

абсолютной и конвективной неустойчивости, сформулированы критерии 

определения характера неустойчивости. Изложение ведется на примере уни-

версального уравнения, описывающего динамику медленно меняющейся ам-

плитуды волны в такой среде (фактически, это линеаризованная версия урав-

нения Гинзбурга–Ландау — одного из самых знаменитых уравнений нелиней-

ной физики). 

 Уравнению Гинзбурга–Ландау посвящена глава 2. В ней рассматрива-

ется неустойчивость решений в виде бегущих волн (модуляционная неустой-

чивость). Обсуждаются явления, которые происходят при развитии модуляци-

онной неустойчивости, включая переход к пространственно–временному ха-

осу (турбулентности). Подробно обсуждается картина пространственного раз-

вития турбулентности в полуограниченной системе и её связь с модуляцион-

ной неустойчивостью. 
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 В главе 3 рассматриваются неустойчивости иного типа, возникающие 

при взаимодействии волн с положительной и отрицательной энергией. Подоб-

ные неустойчивости характерны для приборов вакуумной СВЧ электроники, в 

которых электронный поток взаимодействует с замедленной электромагнит-

ной волной (лампы бегущей и обратной волны). Также обсуждается двухпуч-

ковая неустойчивость и пучково–плазменная неустойчивость. Уделяется вни-

мание некоторым пограничным ситуациям, в которых анализ на абсолют-

ную/конвективную неустойчивость является нетривиальным, в частности, не-

устойчивость при взаимодействии вблизи границы полосы пропускания, где 

групповая скорость электромагнитной волны обращается в нуль. 

 В главе 4 обсуждается пример из квантовой электроники — неустойчи-

вость при взаимодействии электромагнитной волны со средой из двухуровне-

вых квантовых частиц. На примере простой модели рассматривается распро-

странение импульса в усилителе, а также явление самоиндуцированной про-

зрачности. 

 Глава 5 посвящена неустойчивости в полупроводнике с отрицательной 

дифференциальной проводимостью, которая возникает при междолинном пе-

реносе электронов. Рассматривается линейная теория неустойчивости Ганна, 

а также анализируются стационарные нелинейные волны в такой среде. Фор-

мируется представление о домене Ганна как об автосолитоне. 

 Заключительная, шестая глава содержит пример неустойчивости в хи-

мической системе типа «реакция – диффузия». В ней на примере гипотетиче-

ской химической реакции — брюсселятора — рассматривается неустойчи-

вость Тьюринга, приводящая к возникновению диссипативных структур. Не-

тривиальная ситуация возникает в системе «брюсселятор с потоком», введен-

ной в рассмотрение С.П. Кузнецовым (1997). В такой системе конкурируют 

две неустойчивости — Хопфа и Тьюринга, каждая из которых может быть как 

абсолютной, так и конвективной. Представлены численные результаты, иллю-

стрирующие различные ситуации. 
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 Автор благодарит А.А. Ростунцову за помощь в изготовлении компью-

терных иллюстраций. 

Equation Section (Next) 

 



 

ГЛАВА 1. НЕУСТОЙЧИВОСТИ В СРЕДАХ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ 

ПОГЛОЩЕНИЕМ 

§ 1.1. Универсальное уравнение 

 Рассмотрим активную среду с отрицательным поглощением. Волны в та-

кой среде описываются комплексным дисперсионным соотношением вида 

      ,r ik k i k      , (1.1) 

где   — некоторый управляющий параметр, который характеризует степень 

неравновесности среды. Типичной оказывается ситуация, когда при  , мень-

ших некоторого критического значения c ,  , 0i k    при всех k , т.е. волны 

с любыми волновыми числами затухают. При c    для некоторого ck k  

  , 0i c ck   . 

При c    появляется область волновых чисел вблизи ck , где  , 0i k   , т.е. 

поглощение становится отрицательным (рис. 1.1). Величину  ,i k   будем 

называть инкрементом неустойчивости. 

 

Рис. 1.1. Зависимость  i k  при различных значениях параметра   

 Предположим, что   незначительно превышает критическое значение. 

Очевидно, что усиливаться будут возмущения, волновые числа которых лежат 

в узком интервале вблизи ck . Разложим дисперсионное соотношение (1.1) в 
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ряд Тейлора в точке ck k , c   , учитывая, что в этой точке  , 0i c ck   , 

 , 0i c ck k     (т.к. это точка максимума, см. рис. 1.1). Получим 

 
     

   

2
2

2

2
2

2

1

2

2

r r
r c c c

i i
c c

k k k k k
k k

i
k k i

k

  
        

 
  

      
 




 (1.2) 

Обозначив 

  c r ck   , r
gv

k





,   i

c


    


, 

 
2 2

2 2

1

2
r i

r ii i
k k

    
         

, 

приведем соотношение (1.2) к виду 

    2

c g c cv k k k k i          . (1.3) 

Уравнение (1.3) представляет собой универсальный вид дисперсионного соот-

ношения для активной среды с отрицательным поглощением вблизи порога 

неустойчивости. 

 Инкремент неустойчивости равен 

  2

i i ck k      . (1.4) 

При этом, в соответствии с рис. 1.1, считаем, что 0i  . Волновые числа 

нарастающих возмущений лежат в области 

  2

c
i

k k


  


. (1.5) 

 Вблизи порога неустойчивости эта область достаточно узкая. Поэтому 

разумно представить возмущение в виде волнового пакета с узким спектром 

      , , c ci k x tu x t A x t e  , (1.6) 

где  ,A x t  — медленно меняющаяся комплексная амплитуда.  
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 Применив к (1.3) обратное преобразование Фурье, получим дифферен-

циальное уравнение, которому подчиняется амплитуда A . Считаем, что воз-

мущение амплитуды имеет частоту c     и волновое число cK k k   

(подробнее см. [3], гл. 1). Получим 

  t g x xxi A v A A i A    . (1.7) 

Это уравнение представляет собой универсальную модель для описания ли-

нейных волновых процессов в активной среде с отрицательным поглощением 

вблизи порога неустойчивости. Как мы увидим ниже, (1.7) является линеари-

зованным вариантом уравнения Гинзбурга–Ландау — одного из важнейших 

уравнений нелинейной физики, которое встречается во множестве физических 

(и не только физических) задач [3,4]. 

§ 1.2. Два типа неустойчивостей. Критерии абсолютной/конвективной  

неустойчивости 

 Наличие комплексных корней дисперсионного соотношения с   0i k   

означает нарастание возмущения во времени, т.е. неустойчивость. Однако в 

пространстве это нарастание может происходить различным образом. Если 

возмущение  ,A x t  нарастает так, что в любой фиксированной точке x  

 lim ,
t

A x t


 , неустойчивость называют абсолютной (рис. 1.2,а). Если же 

возмущение, нарастая, сносится вдоль системы так, что x   lim , 0
t

A x t


 , не-

устойчивость называют конвективной или сносовой (рис. 1.2,б) [1-10]. 

 Понятия абсолютной и конвективной неустойчивости ввел Л.Д. Ландау 

(1954) и независимо от него — П. Стэррок (P. Sturrock, 1958). В радиофизике 

и электронике на основе систем с абсолютной неустойчивостью обычно со-

здают генераторы, а на основе систем с конвективной неустойчивостью — 

усилители электромагнитных колебаний. 
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Рис. 1.2. Эволюция возмущения при абсолютной (а) и конвективной (б) не-
устойчивости 

 Понятно, что, если формально рассмотреть безграничную систему, раз-

ница между абсолютной и конвективной неустойчивостями по сути исчезает, 

поскольку можно перейти в движущуюся систему отсчета. Поэтому принци-

пиальную роль при выяснении характера неустойчивости играет постановка 

граничных условий. В пространственно-ограниченных системах выделяют не-

устойчивость еще одного типа — глобальную. Это понятие было введено А.Г. 

Куликовским в 1966 г. [11]. Глобальную неустойчивость можно осуществить, 

если часть возмущения с выхода конвективно неустойчивой системы подать 

на ее вход. Это можно сделать, например, замкнув систему в кольцо или за 

счет отражений от границ. 

 1.2.1. Первый критерий характера неустойчивости 

 Вернемся к уравнению (1.7) и попытаемся определить, при каких усло-

виях неустойчивость будет конвективной, а при каких — абсолютной. Пред-

ставим  ,A x t  в виде интеграла Фурье 

     ,
i kx k t

kA x t A e dk






  ,  (1.8) 

где  и k  связаны дисперсионным соотношением (1.3), причем и , и k  бу-

дем далее считать комплексными. Асимптотическую форму возмущения (1.8) 

при t   можно оценить при помощи метода перевала (см. Приложение): 

        2
, sf k t

s
s

A x t A k e
i k t




 ,  (1.9) 
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где     f k i k x t k   , sk  — точка перевала, которая определяется из 

условия  

    
0s sdf k d k x

dk dk t


   . 

Величина  Re Ims i sf k k x t   , очевидно, представляет собой инкремент 

неустойчивости. Таким образом, если  Re 0sf k   в фиксированной точке x  

при t  , т.е.   0i sk  , то неустойчивость будет абсолютной. 

 Найдем точку перевала. Причем, поскольку мы интересуемся ситуацией, 

когда 0x t  , то ее определим из уравнения1 

 0
d

dk


 . 

Дифференцируя (1.3), получаем 

  2 0g s c

d
v k k

dk


     .  (1.10) 

Отсюда находим sk : 

 
 

2 22 2 2
g g g r i

s c c c

v v v i
k k k k

   
     

  
. (1.11) 

Теперь можем найти s , подставляя (1.11) в (1.3): 

 

     

 

2

222 2

2 4 2 .
2 4 4

s s c g s c s c

gg g
c c

k v k k k k i

vv v
i i

 

           

 
          

  

  (1.12) 

 Из (1.12) видно, что инкремент неустойчивости равен 

 
2

2Im
4

g i
s

v 
   


. (1.13) 

Как уже говорилось выше, неустойчивость будет абсолютной, если Im 0s  . 

Таким образом, в зависимости от параметра надкритичности   имеем следу-

ющую ситуацию: 

                                           
1 Величину d dk  иногда называют комплексной групповой скоростью. 
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 0   — устойчивость; 

 0 a     — конвективная неустойчивость; 

 a    — абсолютная неустойчивость. 

Здесь введено обозначение 

 
2

2
4

g i
a

v 
  


.  

(напомним, что 0i  ). 

 Итак, чтобы установить характер неустойчивости, надо найти точку пе-

ревала, в которой комплексная групповая скорость 0d dk   и вычислить ин-

кремент Im s . Можно обобщить этот критерий на другие дисперсионные со-

отношения. Поскольку не всегда удается разрешить дисперсионное соотноше-

ние относительно частоты, критерий удобно сформулировать следующим об-

разом. 

 Пусть дисперсионное соотношение имеет вид  , 0D k   и может 

иметь комплексные корни  k . Тогда неустойчивость будет абсолютной, 

если в точке перевала s , которая удовлетворяет соотношениям 

 
 ,

0
D k

k

 



, 

 2

2

,
0

D k

k

 



, 

инкремент Im 0s  . В противном случае неустойчивость конвективная. 

 1.2.2. Второй критерий характера неустойчивости 

 Точнее, речь идет о другой формулировке предыдущего критерия, кото-

рая принадлежит П. Стэрроку (1958). Вновь рассмотрим уравнение (1.7) и вы-

полним в нем преобразование Фурье по координате x  

    1
,

2
ikx

kA x t A t e dk





  . 

Получим 

  2 0k
g k

dA
i v k k i A

dt
     .  (1.14) 
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Если теперь выполнить преобразование Фурье по t   

    1

2
i k t

k kA t A e d


 




 
  , 

то интеграл будет расходящимся, так как есть определенный диапазон значе-

ний k , в котором  Im 0k  . Поэтому воспользуемся вместо преобразова-

ния Фурье преобразованием Лапласа2 

  
0

i t
k kA A t e dt




   , (1.15) 

где Re i    , причем   выбрано так, чтобы быть больше максимально воз-

можного  i k , которое определятся из дисперсионного соотношения (в 

нашем случае  max i   , см. формулу (1.4)). Обратное преобразование 

имеет вид 

    1

2

i
i k t

k k

i

A t A e d
 

 


 

 
  . 

Интегрирование в плоскости комплексной переменной  ведется вдоль гори-

зонтальной прямой, лежащей выше  max i , см. рис. 1.3. 

 

Рис. 1.3. К вычислению преобразования Лапласа 

                                           
2 Обычно преобразование Лапласа записывают в виде  

0

st
sA A t e ds


  , где s i    и переменная   ве-

щественная. Очевидно, что эта формула совпадает с (1.15), если переобозначить is  . 
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 Применим к (1.14) преобразование Лапласа (1.15). Получим 

    2 0g k kv k k i A iA     .  (1.16) 

Выражая отсюда kA  и выполняя обратные преобразования, находим решение 

      

2 2

01
,

4

i kx ti
k

gi

iA e
A x t d dk

v k k i

  

  

 
        . (1.17) 

 Понятно, что поведение функции  ,A x t  будет определяться в основном 

нулями знаменателя в (1.17), а от  0kA  зависит слабо. По крайней мере, если 

начальное возмущение  ; 0A x t   достаточно быстро спадает при x  , 

то  0kA  не добавляет никаких особенностей в подынтегральное выражение. 

Поэтому вместо (1.17) достаточно исследовать поведение интеграла 

  
 

 2

1
,

4 ,

i i kx t

i

e
G x t d dk

D k

   

  

 
   , (1.18) 

где  ,D k  есть дисперсионное соотношение (точнее, дисперсионное соот-

ношение имеет вид  , 0D k  ). Интеграл (1.18) называется функцией Грина 

системы. Фактически функция Грина есть отклик на мгновенное воздействие, 

так как если    ; 0A x t x   , то  0 1kA  . Функция Грина является мощ-

ным инструментом решения различных задач математической физики. 

 Вычислим внутренний интеграл в (1.18). Его значение определяется по-

люсами подынтегрального выражения, то есть нулями знаменателя, которые 

имеют место, когда  , 0D k  , т.е. когда  и k  в точности удовлетворяют 

дисперсионному соотношению. Для упрощения выполним в уравнении (1.3) 

перенормировку c , ck k k  , и перепишем его в виде  

 2
gv k k i    , (1.19) 

т.е. теперь  и k  — это отстройки от несущих частоты и волнового числа. Это 

квадратное уравнение относительно k , т.е. имеется два полюса  1,2k  : 
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  
 2

1,2

4

2
g gv v i

k
     

 


  (1.20) 

Пусть вначале мы находимся на -плоскости в точке, где . Тогда для 

полюсов (1.20) имеем приближенное выражение 

 1,2k


 


, 

причем они расположены так, как показано на рис. 1.4. Для дальнейшего су-

щественно, что они расположены в разных полуплоскостях. При выполнении 

интегрирования по k  можно замкнуть контур интегрирования в верхней по-

луплоскости (при 0x  ) или в нижней (при 0x  ) и перейти к контурному ин-

тегралу, который вычисляется с помощью вычетов. В данном случае имеется 

всего один простой полюс в верхней полуплоскости, так что интеграл вычис-

ляется очень просто: 

 

 

    
 

 

    
 

 

1

1

1 1

1

2
1 2

2 Res 2
,

2 2 .
4

i kx t i k x t

k

i k x t i k x t

g

e e
dk i k k i

D k D k

e e
i i

k k v i

  



 

        
  

     
       


  (1.21) 

 Когда мы движемся вдоль прямой, изображенной на рис. 1.3, полюсы 

смещаются в комплексной плоскости k , как показано на рис. 1.4, но остаются 

один в верхней полуплоскости, другой — в нижней. 

 Теперь попытаемся вычислить внешний интеграл 

  
  

 

  1 1

2
, ,

2 44

i k x t i k x ti i

i i sg

i e i e
G x t d d

v i

      

   

  
         (1.22) 

где введено обозначение 

 
2

2
4

g
s

v
i


   


. (1.23) 
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Рис. 1.4. Перемещение полюсов (1.20) в комплексной плоскости при  

 

Рис. 1.5. Перемещение полюсов, при котором они переходят из одной по-
луплоскости в другую 

 Будем смещать контур интегрирования по  вниз, чтобы совместить его 

с вещественной осью. Если это удалось сделать, то подынтегральное выраже-

ние в (1.22) при t  — быстро осциллирующая функция, не имеющая осо-

бенностей, поэтому  , 0G x t  , т.е. неустойчивость конвективная. 

 При смещении контура интегрирования вниз, когда   станет меньше 

,  полюсы 1,2k  могут переходить из одной полуплоскости в другую, как это 

показано на рис. 1.5. Например, ясно, что когда  Im k  , где  k  опреде-

ляется согласно дисперсионному соотношению (1.19), полюс 1k  будет лежать 

на вещественной оси. Однако интеграл (1.21) при этом не изменится, так как 
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можно деформировать контур интегрирования таким образом, что порядок об-

хода особых точек останется прежним (рис. 1.5). 

 Однако это может оказаться невозможным, если два полюса сливаются, 

зажимая контур интегрирования с разных сторон (рис. 1.6). В этой точке 

   1 2k k   , т.е. s  . Точка s  называется точкой ветвления функции 

 k  . Ясно, что в таком случае поведение интеграла (1.22) будет определяться 

окрестностью точки s , и если Im 0s  , неустойчивость будет абсолютной. 

 

Рис. 1.6. Слияние полюсов при абсолютной неустойчивости 

 Можно вычислить функцию Грина для этого случая. При этом следует 

учесть, что подынтегральное выражение является многозначной функцией. На 

рис. 1.7 представлена поверхность Re s , на которой видна линия ветв-

ления. Двигаясь по -плоскости, путь интегрирования следует выбирать так, 

как показано на рис. 1.8. При этом на поверхности, изображенной на рис. 1.7, 

при обходе вокруг точки s  мы будем переходить с одного листа поверхности 

на другой. Соответственно, аргумент будет изменяться не на 2, а на  . По-

этому, в отличие от полюсов, вклады в интеграл от двух противоположно 

направленных вертикальных участков, показанных на рис. 1.8, не уничтожают 

друг друга, а складываются. 
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Рис. 1.7. Двулистная поверхность Re s   

 

Рис. 1.8. Путь интегрирования в -плоскости 

 Вычислим интеграл (1.22). Поскольку мы интересуемся поведением при 

t   в фиксированной точке x , можно для простоты опустить зависимость 

от x . Итак 

  
 Im Re

0

,
Im

s s ii i t

i

s i

e
G x t d

    


  . (1.24) 

Интегрирование на плоскости  проводится вдоль отрезка Rer s   , 

0 Imi s    . Если сделать замену Im s i    , (1.24) приводится к виду  
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  
Im

0

,
s

s

t
i t e

G x t e d
 

   
 . (1.25) 

Так как мы интересуемся поведением при t , не будет большой ошибкой 

заменить верхний предел интегрирования на бесконечность. Поскольку 

 
0

te
d

t

  
 

 ,  

получаем для функции Грина следующую оценку 

  , si tG x t e
t

 
 . (1.26) 

Неустойчивость будет абсолютной, когда Im 0s  , т.е.  

 
2

2
4

g iv 
  


. (1.27) 

Очевидно, что условие (1.27) полностью совпадает с результатом, полученным 

с помощью метода перевала, точка ветвления (1.23) совпадает с седловой точ-

кой (1.12), точка слияния полюсов  1,2 2gk v    — с точкой sk  (1.11). 

 Итак, можно сформулировать критерий характера неустойчивости. Не-

устойчивость будет абсолютной, когда в точке ветвления s , в которой 

сливаются два корня дисперсионного соотношения  , 0D k  , которые при 

 находились в разных полуплоскостях, Im 0s  . 

 Поскольку точка ветвления определяется из условия 0D k   , 

0D  , это по сути лишь другая формулировка первого критерия. 

Equation Section (Next) 

 



 

ГЛАВА 2. УРАВНЕНИЕ ГИНЗБУРГА–ЛАНДАУ 

§ 2.1. Вводные замечания 

 В § 1.1 было получено универсальное уравнение (1.7) для описания ли-

нейных волновых процессов в активной среде с отрицательным поглощением 

вблизи порога неустойчивости. Обобщим это уравнение на нелинейный слу-

чай, используя подход, описанный в [3] (гл. 1). Считая нелинейность слабой, 

можно по-прежнему считать, что возмущение имеет вид квазигармонической 

волны с медленно меняющейся комплексной амплитудой 

      , , c ci k x tu x t A x t e  . (2.1) 

Однако нелинейность приводит к тому, что в дисперсионном соотношении по-

является зависимость от амплитуды. Вместо (1.1) будем иметь 

    2 2
, , ,r ik A i k A      . (2.2) 

Будем называть соотношение вида (2.2) нелинейным дисперсионным соотно-

шением. Разумеется, в пределе 
2

0A   (2.2) должно переходить в линейное 

дисперсионное соотношение (1.1). 

 Разложим (2.2) в ряд Тейлора и по волновому числу, и по амплитуде, и 

по параметру   в точке ck k , 0A  , c   . Вместо (1.2) теперь получим 

    2 2

c g c cv k k k k A i            , (2.3) 

где 

 2 2
r i

r ii i
A A

  
           

  

Остальные параметры имеют тот же смысл, что и выше (§ 1.1). Повторяя те же 

преобразования, что были проделаны в § 1.1 для линейного случая, приходим 

к уравнению 

   2

t g x xxi A v A A A A i A      , (2.4) 
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которое является универсальной моделью для описания динамики амплитуды 

волнового пакета в слабонелинейной активной среде вблизи порога неустой-

чивости. Оно носит название уравнения Гинзбурга–Ландау (ГЛ). Уравнение 

ГЛ — одно из важнейших в нелинейной физике. Оно встречается во множе-

стве физических (и не только физических) задач, описывая, например, тепло-

вую конвекцию Рэлея–Бенара [12], течение Пуазейля [13], т.е. течение жидко-

сти между двумя параллельными плоскостями, течение Куэтта–Тейлора 

между двумя вращающимися цилиндрами [14], колебательные химические ре-

акции [15]. Уравнение ГЛ способно демонстрировать разнообразное поведе-

ние, включая режимы пространственно-временного хаоса или турбулентно-

сти. Ему посвящена обширная литература (см., например, обзоры [16,17]). 

 Слагаемое вида 
2

r A A  в (2.4) отвечает за эффекты реактивной (фазо-

вой) нелинейности, другими словами, за появление поправки к частоте, зави-

сящей от амплитуды или неизохронность. Слагаемое 
2

i A A  описывает эф-

фекты нелинейного насыщения. Имеет смысл рассматривать уравнение ГЛ 

только в случае, когда 0i   и 0i   (при этом член i xxi A  отвечает за высо-

кочастотную диссипацию, см. § 1.1). Можно показать, что при нарушении од-

ного из этих условий решения уравнения ГЛ «взрываются», т.е. обращаются в 

бесконечность за конечное время. 

§ 2.2. Нормировка переменных 

 Уравнение Гинзбурга-Ландау (2.4) характеризуется шестью веществен-

ными параметрами: gv ,  , ,r i , ,r i . Их число можно уменьшить перенорми-

ровкой переменных. Введем нормированные время, координату и амплитуду.  

 t t   , 
i

x x
  


, iA A
  


. 

Тогда уравнение (2.4) примет вид: 
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2

2r i r i
g

i i i

A A i A i
i v A A i A

t x x

                                             
.  

Разделив это уравнение на i, получим (штрихи у нормированных перемен-

ных далее будем опускать) 

     2
1 1t x xxA VA A ib A ic A A      . (2.5) 

В уравнении (2.5) присутствуют только три параметра: нормированная груп-

повая скорость g iV v   , параметр дисперсии r ib    , и параметр фа-

зовой нелинейности r ic    , что делает его более удобным для исследова-

ния. 

 Заметим, что критерий абсолютной/конвективной неустойчивости, по-

лученный в § 1.2, в новых переменных принимает простой вид 

  2 24 1V b  . (2.6) 

§ 2.3. Решения в виде бегущих волн. Модуляционная неустойчивость 

 2.3.1. Пространственно-однородное решение  

 Рассмотрим простейшее из нетривиальных решений уравнения ГЛ, не 

зависящее от пространственной координаты x . Очевидно, что это решение 

описывает пространственно-однородное состояние. Уравнение (2.5) при этом 

принимает вид 

   2
1A A ic A A   , (2.7) 

где точкой обозначена полная производная по времени. Уравнение (2.7) хо-

рошо известно в теории колебаний (см., например, [3,18]). Оно описывает 

установление автоколебаний вблизи порога суперкритической бифуркации 

Андронова–Хопфа; его иногда называют уравнением Ландау–Стюарта или 

укороченным уравнением Ван дер Поля.  

 Введя вещественные амплитуду и фазу,  expA a i  , перепишем (2.7) в 

виде системы двух вещественных уравнений 
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3

2

,

.

a a a

ca

 

 




 (2.8) 

Решение первого уравнения легко находится: 

  
  2

1

1 1 0 t
a t

a e 


 
. (2.9) 

Итак, с течением времени устанавливаются автоколебания с постоянной ам-

плитудой 1a   и частотой c  . Характер установления колебаний при до-

статочно малой начальной амплитуде иллюстрирует рис. 2.1. 

 

Рис. 2.1. Установление амплитуды пространственно-однородного решения 
при достаточно малом начальном возмущении 

 2.3.2. Решения в виде бегущих волн  

 Проанализируем более общий класс решений уравнения (2.5) в виде бе-

гущих гармонических волн с постоянной амплитудой 

  
0

i kx tA A e  . (2.10) 

Подставляя выражение (2.10) в уравнение (2.5), получим 

      2 3
0 0 0 01 1i kV A A ib k A ic A       . (2.11) 

Без ограничения общности амплитуду 0A  можно считать вещественной. Раз-

деляя в уравнении (2.11) вещественную и мнимую части, найдём 

 
2 2
0

2 2
0

,

1 .

kV cA bk

A k

   

 
 (2.12) 
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Отсюда следует нелинейное дисперсионное соотношение: 

  2 2 2
0kV bk cA kV c b c k       . (2.13) 

 Из соотношений (2.12) видно, что решения в виде бегущих волн суще-

ствуют при 2 1k  . Максимальную амплитуду 0 1A   имеет волна с 0k  , что 

соответствует пространственно-однородному решению (2.9), рассмотренному 

в предыдущем разделе.  

 2.3.3. Модуляционная неустойчивость  

 Исследуем полученные решения на устойчивость. Зададим малое возму-

щение решения (2.10) в следующем виде: 

     
0 , i kx tA A a x t e    . 

При этом 0A ,   и k  связаны соотношениями (2.12). Подставим данное вы-

ражение в (2.5) и линеаризуем, считая a  малым. Получим 

 
   

  

2 *
0

2

1 2

1 2 .

t x

xx x

a i a Va ikVa a ic A a a

ib a ika k a

        

   

      

  
 

В силу соотношений (2.12) и (2.13) некоторые слагаемые взаимно уничтожа-

ется, и уравнение несколько упрощается 

       2 *
01 2 1t x xx xa Va ib a ika ic A a a            . (2.14) 

 Будем искать решение уравнения (2.14) в виде двух сателлитов с часто-

тами, равно отстоящими от несущей 

      ,
i Kx ti Kx ta x t a e a e

 
   . (2.15) 

Здесь частота  , вообще говоря, считается комплексной. Подставим это вы-

ражение в (2.14) и выделим члены, пропорциональные  exp i Kx t    , что 

дает 

             2 2
0 01 2 1 1i KV ib k K K ic A a ic A a 

            . (2.16) 

Аналогично выделим члены, пропорциональные  exp i Kx t    : 

         2 2
0 01 2 1 1i KV ib K k K ic A a ic A a 

 
           . 
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Подействовав на последнее уравнение операцией комплексного сопряжения, 

получим 

         2 2
0 01 2 1 1i KV ib K k K ic A a ic A a

            . (2.17) 

Перемножая (2.16) и (2.17), приходим к характеристическому уравнению 

       2 22 2 2 2 2 4
0 0 02 2 1KV bkK i K A bK ikK cA c A           , 

которое нетрудно разрешить относительно  : 

      22 2 2 4 2 2
0 0 02 1 2KV bkK i K A i c A bK ikK cA          . (2.18) 

 Малое возмущение (2.15) становится неустойчивым, когда имеются 

корни характеристического уравнения с положительной мнимой частью, 

 Im 0K  . Чтобы выяснить, возможно ли это, проанализируем поведение 

выражения (2.18) в области малых K  (длинноволновые возмущения) [17]. Раз-

ложение (2.18) в ряд с точностью до членов 2~ K  имеет вид. 

  
    2 2 2

2
2

1 1 2 1
2

1

bc k c k
KV b c kK i K

k

   
    


. (2.19) 

При этом мы ограничиваемся рассмотрением только корня  , так как корень 

  при вещественных K  имеет отрицательную мнимую часть:3 

    22 2 1 ...KV b c kK i k        

Итак, из формулы (2.19) следует критерий неустойчивости, т.е. условие того, 

что Im 0  : 

 
 2 2

2

2 1
1

1

c k
bc

k


 


. (2.20) 

При выполнении этого условия решение в виде бегущей волны (2.10) стано-

вится неустойчивым относительно возмущений (2.15), представляющих собой 

медленные пространственно-временных модуляции амплитуды. Такую не-

                                           
3 Решения в виде бегущих волн, как видно из (2.12), существуют только при 2 1k  . 
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устойчивость называют модуляционной (МН), или неустойчивостью Бенджа-

мина–Фейра (хотя Бенджамин и Фейр рассматривали модуляционную не-

устойчивость в консервативной среде [19]).  

 На рис. 2.2 представлены границы неустойчивости на плоскости пара-

метров b и c для волн с различными k . Наиболее устойчивым является про-

странственно-однородное решение, для которого 0k  . В этом случае крите-

рий (2.20) принимает простой вид 

 1bc  . (2.21) 

Это условие впервые было получено в работе Ланджа и Ньюэлла [20]. 

 

Рис. 2.2. Границы устойчивости на плоскости параметров b, c для бегущих 
волн с различными значениями k : 0 (1); 0.4 (2); 0.5 (3); 0.6 (4); 0.7 (5). 
Штриховой линией показана граница b c   для волны с критическим 

волновым числом 1 3k   

 Как видно из рис. 2.2, вид этих границ качественно меняется при 

1 3 0.577k   . Соответствующая граница устойчивости, как нетрудно найти 

из (2.20), задается прямой линией b c  . На рис. 2.2 она показана штриховой 

линией. 
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 В случае пространственно-однородного решения, для которого 0k  , 

2
0 1A  , выражение (2.18) значительно упрощается 

  2 2 2 41 1 2KV i K i bcK b K      , (2.22) 

и его удается проанализировать, не ограничиваясь областью малых K . Если 

считать K  вещественным, то зависимость инкремента неустойчивости 

 Im K  от волнового числа имеет вид, изображенный на рис. 2.3. 

 

Рис. 2.3. Зависимость инкремента неустойчивости от волнового числа по-
строенная согласно формуле (2.22) (сплошная линия) и параболическая ап-
проксимация этой зависимости (штриховая линия) 

Как следует из формулы (2.22), инкремент неустойчивости положителен в об-

ласти 2 2
0K K , где 

  2
0 2

2 1

1

bc
K

b





  (2.23) 

Эта величина определяет ширину полосы неустойчивости. 

 Найдем значение mK K  , при котором инкремент достигает макси-

мума. Дифференцируя (2.22) по K , получаем  

 
 2

2 2 4
2 1

1 2

b c bKd
V iK

dK bcK b K

 
   

   
. 
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Приравняем мнимую часть этого выражения к нулю, считая K  вещественным. 

Очевидно, нас интересуют ненулевые значения K , так как при 0K   инкре-

мент достигает минимума (см. рис. 2.3). Тогда получим уравнение 

  2 2 2 41 2b c bK bcK b K    , 

корни которого есть 

 
2

2
2

1 1

1m

c
K c

b b

 
    

. (2.24) 

В этом выражении знак «+» следует брать при , 0b c  , знак «–» — при , 0.b c   

Тогда можно найти максимальное значение инкремента  Imm mK     

       2 2 2 21
1 1 1 1m m m

c
b c bK K c b

b b
          . (2.25) 

§ 2.4. Анализ характера модуляционной неустойчивости 

 Для анализа на абсолютную/конвективную неустойчивость воспользу-

емся следующим приёмом, описанным в [21,22]: разложим  K  в ряд вблизи 

mK K , полагая, что основной вклад вносят возмущения, инкремент которых 

близок к максимальному. Представим K  в виде ,mK K    где   — малая 

отстройка от точки максимума, подставим в (2.22) и получим 

      2
m mK V K i D        , (2.26) 

где введено обозначение 

 
     

 

2 2 2

2 2

2 1 1 1 1

1

b c b c c
D

b c

       


. (2.27) 

Отметим, что если выполнен критерий (2.21), то 0.D   Фактически зависи-

мость инкремента от волнового числа аппроксимируется параболой вблизи 

точки максимума. На рис. 2.3 эта аппроксимация показана штриховой линией. 



Уравнение Гинзбурга—Ландау 

30 

 

Рис. 2.4. Границы перехода от конвективной неустойчивости к абсолютной 
в пространстве параметров b , c , V ; 1 — граница для малых возмущений 
нулевого состояния, 2 — граница для модуляционной неустойчивости (не-
равенства (2.6) и (2.28), соответственно). Жирной линией показан порог 
модуляционной неустойчивости 1bc  . 

 Теперь нетрудно определить характер неустойчивости с помощью мето-

дик, развитых в § 1.2. Применим первый критерий, основанный на методе пе-

ревала. Дифференцируя (2.26) и приравнивая производную к нулю, получаем  

 2 0
d

V iD
d


   


,   

откуда находится точка перевала 

 
2s

iV

D
  . 

Вычислим значение частоты в этой точке: 

 
2

4s m m

V
VK i

D

 
     

 
.  

Тогда условие абсолютной неустойчивости принимает вид 

 2 4 mV D  . (2.28) 
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Анализ показывает, что с ростом b, c пороговое значение V  монотонно воз-

растает. На рис. 2.4 изображена граница смены характера МН (2.28) в про-

странстве параметров b, c  и V . Там же приведена граница смены характера 

первичной неустойчивости (2.6). 

 Как видно из рис. 2.4, эти границы делят пространство параметров на 

четыре области, т.е. можно выделить четыре характерные ситуации. 

 Если первичная неустойчивость является абсолютной, система будет 

функционировать как генератор автоколебаний. Если критерий МН не выпол-

нен, ясно, что в безграничной среде будет устанавливаться режим генерации 

монохроматической бегущей волны (2.10). Однако эта картина не изменится и 

в том случае, если МН конвективная, поскольку возмущения амплитуды 

волны, хотя и нарастают во времени, будут сноситься вправо, так что в любой 

фиксированной точке x  амплитуда волны будет с течением времени стре-

миться к константе. Если же МН является абсолютной, модуляционные воз-

мущения амплитуды волны будут нарастать в каждой точке пространства, и 

следует ожидать, что в этом случае будет устанавливаться режим генерации 

не монохроматических, а более сложных колебаний (многочастотных или ха-

отических). 

 Теперь обсудим ситуацию, когда первичная неустойчивость конвектив-

ная. В этом случае все нарастающие возмущения сносятся из рассматриваемой 

области и, в конце концов, амплитуда поля в каждой точке обратится в нуль. 

Нетривиальное поведение возможно в случае, когда система функционирует 

как усилитель сигнала, подаваемого от какого-либо внешнего источника. Рас-

смотрим для простоты полубезграничную систему, считая, что в точке 0x   

находится источник гармонического сигнала с частотой  . При этом, если МН 

также является конвективной, ожидается устойчивое усиление входного сиг-

нала, т.е. в каждой точке будут устанавливаться гармонические колебания с 

той же частотой  . Если же МН является абсолютной, следует ожидать, что 

режим усиления входного сигнала станет неустойчивым и будет происходить 

возбуждение спектральных составляющих с какими-либо другими частотами. 
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 Однако следует отметить, что эти рассуждения носят качественный ха-

рактер. Действительно, теоретическая граница смены характера МН (2.28) 

была получена для волны с 0k  , тогда как, если первичная неустойчивость 

абсолютная, динамика системы носит автоколебательный характер и волновое 

число (и частота) определяются параметрами самой системы. Если же первич-

ная неустойчивость конвективная, частота волны определяется источником 

входного сигнала, при этом волновое число, вообще говоря, также отлично от 

нуля. Поэтому для выяснения картины поведения системы необходимо при-

бегнуть к непосредственному численному интегрированию уравнения (2.5). 

§ 2.5. Нелинейная динамика уравнения Гинзбурга–Ландау. Переход к 

турбулентности 

 2.5.1. Дискретная модель Гинзбурга–Ландау. Пространственное раз-

витие турбулентности  

 Существуют различные подходы к численному моделированию уравне-

ния ГЛ. Наиболее простой способ — воспользоваться дискретным аналогом 

уравнения ГЛ. Введем дискретную пространственную сетку с шагом x , и 

вместо непрерывной функции  ,A x t  будем рассматривать набор функций 

 nA t , где  nA A x n x    — амплитуда в n-ном узле. Производные по коор-

динате в уравнении (2.5) можно аппроксимировать следующим образом: 

 1n n
x

A A
A

x





,  

 1 1
2

2n n n
xx

A A A
A

x
  




.  

С учетом этих выражений уравнение ГЛ (2.5) примет вид (для простоты пола-

гаем 1x  ) 

        2

1 1 11 2 1n
n n n n n n n n

dA
A V A A ib A A A ic A A

dt            . (2.29) 
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По сути мы перешли от уравнения в частных производных к системе обыкно-

венных дифференциальных уравнений, которую легко проинтегрировать чис-

ленно, например, с помощью метода Рунге–Кутты. 

 Уравнение (2.29) называют дискретным уравнением ГЛ. Оно представ-

ляет самостоятельный интерес, так как с точки зрения теории колебаний его 

можно рассматривать как модель цепочки связанных нелинейных автоколеба-

тельных осцилляторов. Отметим, что изучению нелинейной динамики дис-

кретного уравнения ГЛ (и других цепочек связанных автогенераторов) посвя-

щено немало работ. В частности, в работе [23], рассматривалась дискретная 

цепочка ГЛ с однонаправленной связью  

    2

11n
n n n n n

dA
A ic A A V A A

dt      . (2.30) 

Соответствующее уравнение можно получить, опустив в (2.29) слагаемое, от-

вечающее за диффузионную связь. 

 Поскольку на первый осциллятор в цепочке не действует сигнал пред-

шествующего генератора, (2.30) принимает вид 

     21
1 1 11 1

dA
V A ic A A

dt
    . (2.31) 

Это уравнение с точностью до коэффициента V  совпадает с (2.7), а его реше-

ние, аналогично (2.9), описывает установление стационарных колебаний 

 1 expA a i t    с амплитудой  1 2
1 Rea V   и частотой 

 1 Re Imc V V    .4 Таким образом, второй осциллятор в цепочке нахо-

дится под воздействием гармонического сигнала: 

     22
2 2 21 1 i tdA

V A ic A A Vae
dt

      , (2.32) 

т.е. мы приходим к задаче о синхронизации генератора внешним сигналом. 

Если каждый предыдущий генератор синхронизует последующий, вдоль це-

почки устанавливается стационарный режим колебаний с частотой  . Однако 

                                           
4 Для большей общности в [23] параметр связи V  считался комплексным. 
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возможна ситуация, когда начиная с некоторого номера qn n , режим синхро-

низации становится неустойчивым, т.е. устанавливается режим биений. Те-

перь осциллятор с номером 1qn   находится под воздействием не гармониче-

ского, а двухчастотного сигнала. В итоге периодические колебания сменяются 

многочастотными (квазипериодическими). Далее колебания еще более услож-

няются и становятся хаотическими. Ситуацию иллюстрирует рис. 2.5, на кото-

ром хорошо видно, как усложняется спектр колебаний вдоль цепочки. В [23] 

это явление было названо пространственным развитием турбулентности. 

Впоследствии оно более подробно изучалось в [24,25], включая случай, когда 

связь не является однонаправленной. 

 При продвижении «вниз по потоку» колебания всё более усложняются, 

а средняя мощность турбулентных пульсаций увеличивается. Однако на до-

статочном удалении от левой границы происходит пространственная стабили-

зация турбулентного режима, т.е. его количественные характеристики пере-

стают меняться с увеличением номера n. Это подтверждает рис. 2.6, на кото-

ром приведена зависимость размерности аттрактора D  вдоль цепочки. На 

этом графике видны области периодических ( 1D  ) и двухчастотных квазипе-

риодических ( 2D  ), а также область хаотических колебаний, в которой раз-

мерность странного аттрактора является дробной. 

 

Рис. 2.5. Спектры колебаний элементов цепочки с различными номерами n, 
иллюстрирующие пространственное развитие турбулентности: а — n = 2; б 
— n = 9; в — n = 10; г — n = 12; д — n = 20 и 50 (из работы [23]) 

Рис. 2.6. Изменение размерности аттрактора вдоль цепочки (из работы [23]) 
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 2.5.2. Нелинейная динамика уравнения Гинзбурга–Ландау с периоди-

ческими граничными условиями. Фазовая и амплитудная турбулент-

ность  

 Рассмотрим замкнутую в кольцо систему, описываемую уравнением ГЛ 

(2.5), т.е. будем считать, что система имеет конечную длину l , и наложим пе-

риодические граничные условия: 

    0, ,A x t A x l t   . 

Так как в случае кольцевой системы мы всегда можем перейти в движущуюся 

систему отсчета, разница между абсолютной и конвективной неустойчиво-

стью нивелируется. Поэтому без ограничения общности можно положить в 

(2.5) 0V  . 

 

Рис. 2.7. Карта динамических режимов кольцевой системы Гинзбурга–
Ландау на плоскости параметров b и с [26] 

 Одномерное комплексное уравнение ГЛ с периодическими граничными 

условиями обладает богатым набором различных динамических режимов. В 

частности, при выполнении критерия модуляционной неустойчивости (2.21), 

когда решения в виде бегущих волн (§ 2.3) становятся неустойчивыми, проис-

ходит переход к турбулентности, т.е. к хаотическому поведению решения как 

во времени, так и в пространстве. Важный результат был получен в работах 

[26-28] где было показано, что следует различать два вида турбулентности: 
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амплитудную и фазовую. На рис. 2.7 приведена карта динамических режимов 

на плоскости управляющих параметров [26]. Линия BF есть порог модуляци-

онной неустойчивости (Бенджамина–Фейра) 1bc  . Ниже этой линии имеют 

место однородные периодические колебания с постоянной амплитудой. В об-

ласти выше кривой BF, наблюдается турбулентное поведение.5 

   

а       б 

Рис. 2.8. Зависимости амплитуды волны от координаты в некоторый фик-
сированный момент времени в режимах фазовой (а) и амплитудной (б) тур-
булентности 

 В области 2 присутствует фазовая турбулентность, в которой амплитуда 

поля слабо флуктуирует около некоторого постоянного значения, а фаза меня-

ется хаотически в пространстве и во времени. В области 3 имеет место ампли-

тудная турбулентность — более нерегулярный режим сложной простран-

ственно-временной динамики, в котором амплитуда волны испытывает силь-

ные осцилляции с характерными «провалами» почти до нуля. Характерные 

распределения амплитуды вдоль цепочки в обоих режимах приведены на 

рис. 2.8. Отметим, что переход между фазовой и амплитудной турбулентно-

стью при изменении параметров происходит с гистерезисом [26-28]. Так, при 

плавном увеличении параметра b  на рис. 2.7 амплитудная турбулентность воз-

никает при пересечении границы области 3. Если же, находясь в области 3, 

начать плавно уменьшать параметр b , то амплитудная турбулентность сохра-

нится вплоть до границы, обозначенной пунктирной линией. В области 4 на 

рис. 2.7 имеет место мультистабильность. 

                                           
5 Строго говоря, выше линии BF имеется узкая область квазипериодических режимов [26], однако на 
рис. 2.7 она не показана. 
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а       б 

   

в       г 

Рис. 2.9. Пространственно-временные диаграммы в различных режимах: а 
— фазовая турбулентность ( 3.5b  , 0.65с  ); б-г — амплитудная турбу-
лентность со все более сильно выраженной нерегулярностью ( 1.1b  , 

1.44c  ); в — амплитудная турбулентность ( 12b , 0.75c  ), г — 4.4b  , 
2.5c   

 Еще более наглядно различие между фазовой и амплитудной турбулент-

ностью иллюстрирует рис. 2.9, где приведены пространственно-временные 

диаграммы, на которых различными оттенками серого кодируются различные 

значения амплитуды сигнала: белому цвету соответствует максимальная ам-
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плитуда, чёрному — минимальная. Видно, что в режиме фазовой турбулент-

ности (рис. 2.9,а) на начальном этапе амплитуда колебаний вдоль цепочки 

практически постоянна. Затем появляются небольшие флуктуации ампли-

туды, которые медленно дрейфуют вдоль системы. При увеличении парамет-

ров b , c  мы попадаем в область амплитудной турбулентности (область 3 на 

рис. 2.7). В этом случае амплитуда колебаний начинает испытывать сильные 

нерегулярные осцилляции (рис. 2.9,б).  

 Для режима амплитудной турбулентности типичны сильные вариации 

амплитуды вдоль цепочки с образованием дефектов, т.е. локализованных 

«провалов». Дефекты приближенно описываются известными решениями 

уравнения ГЛ типа дырок Нозаки–Бекки (Nozaki–Bekki holes) [29]. На про-

странственно-временной диаграмме, представленной на рис. 2.9,б, хорошо 

видно рождение дефектов, которые достаточно сложным образом взаимодей-

ствуют друг с другом, образуя характерные зигзагообразные структуры. С 

продвижением вглубь области 3 на плоскости параметров b ,c  (рис. 2.7) сте-

пень нерегулярности колебаний увеличивается, что иллюстрирует рис. 2.9,в,г. 

 2.5.3. Пространственное развитие турбулентности в полубезгра-

ничной среде  

 Во многих случаях, например, для гидродинамических потоков, замкну-

тая в кольцо система не всегда является удачной моделью. Более адекватной 

является модель в виде полубезграничной среды. Точнее, будем по-прежнему 

рассматривать систему конечной длины l , на левой границе которой задано 

нулевое граничное условие 

  0 0A x   ,  (2.33) 

а справа границе наложим условие открытой границы 

   0xA x l  . (2.34) 
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Хотя такое граничное условие и не обеспечивает полного поглощения падаю-

щей волны, при достаточно большой длине системы конкретный выбор гра-

ничного условия на правой границе оказывается несущественным.6  

 Выберем параметры дисперсии и фазовой нелинейности таким образом, 

чтобы был превышен порог модуляционной неустойчивости (2.21), и рассмот-

рим, как трансформируется поведение системы с уменьшением скорости по-

тока при постоянных параметрах b  и c , привлекая для интерпретации резуль-

таты анализа характера неустойчивости (§ 2.4).  

 На рис. 2.10 приведены пространственно-временные диаграммы, соот-

ветствующие различным режимам. При достаточно больших значениях ско-

рости, когда не выполняется критерий абсолютной первичной неустойчивости 

(2.6), нарастающие возмущения с течением времени сносятся из системы и в 

конце концов амплитуда в каждой точке обращается в нуль (рис. 2.10,а). 

 При меньших скоростях первичная неустойчивость становится абсолют-

ной, в то время, как МН является конвективной. На рис. 2.10,б и в видно, как 

неустойчивые модуляционные возмущения сносятся вдоль системы, и уста-

навливается режим стационарной генерации бегущей волны (см. § 2.3.2). Ам-

плитуда волны плавно нарастает вдоль координаты, стремясь к постоянному 

значению  1/22
0 1A k   (см. формулы (2.12)), а с течением времени не меня-

ется. 

 При дальнейшем уменьшении скорости потока МН также становится аб-

солютной и режим генерации бегущей волны теряет устойчивость. Возникает 

автомодуляция, т.е. спонтанные, не вызванные никакими внешними воздей-

ствиями осцилляции амплитуды (рис. 2.10,г). Фактически при этом генериру-

ются бегущие волны модуляции, распространяющиеся вдоль системы. Уста-

новлению этого режима предшествует хаотический переходный процесс (пе-

                                           
6 Полностью исключить отражения от границы можно, например, с помощью поглощающего граничного 
условия, когда в правую часть уравнения (2.5) в области 1l x l   добавляется диссипативное слагаемое 

вида  x A , причем коэффициент затухания   плавно нарастает с ростом координаты. 
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реходный хаос [24,25]), длительность которого увеличивается с ростом коор-

динаты. Дальнейшее уменьшение скорости приводит к тому, что на достаточ-

ном удалении от левой границы колебания становятся хаотическими. На 

рис. 2.10,д хорошо видно, как происходит постепенное усложнение колебаний 

вдоль системы: вблизи левой границы амплитуда практически стационарна, 

правее лежит область периодической автомодуляции, далее — область турбу-

лентности. Еще одной иллюстрацией служит рис. 2.11, на котором показана 

эволюция спектра колебаний. Видно, что достаточно далеко от левой границы 

спектр практически перестает меняться. 

 Итак, если обе неустойчивости (и первичная, и модуляционная) явля-

ются абсолютными, наблюдается явление пространственного развития турбу-

лентности, аналогичное описанному выше (§ 2.5.1) для дискретной модели ГЛ.  

 Однако следует обратить внимание на одно важное обстоятельство. В 

отличие от цепочки осцилляторов с однонаправленной связью (2.30), в данном 

случае характер колебаний (периодический, квазипериодический, хаотиче-

ский) в различных точках системы, строго говоря, не может отличаться, и раз-

мерность аттрактора в любой точке также должна быть одинаковой. Это об-

стоятельство отмечалось ещё в работе [25]. Таким образом, в спектре колеба-

ний в любой точке, вообще говоря, изначально содержатся спектральные ком-

поненты на всех частотах в полосе хаотического сигнала. Однако вблизи левой 

границы они настолько малы, что режим кажется практически монохромати-

ческим. При приближении к правой границе амплитуда автомодуляционных 

компонент нарастает, в результате чего визуально наблюдается усложнение 

сигнала. На пространственно-временных диаграммах рис. 2.10 хорошо разли-

чимы области стационарных колебаний, регулярной и хаотической автомоду-

ляции. Заметим, что при уменьшении скорости V границы этих областей сдви-

гаются влево. 
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Рис. 2.10. Пространственно-временные диаграммы при 7b  , 3c   и раз-
личных значениях скорости потока: 15V   (а), 14 (б), 12 (в), 10 (г), 8 (д), 6 
(е) 
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Рис. 2.11. Спектры колебаний в различных точках, иллюстрирующие про-
странственное развитие турбулентности ( 7b  , 3c  , 8V  ) 

 2.5.4. Турбулентность, индуцированная внешним сигналом, при кон-

вективной неустойчивости  

 Если первичная неустойчивость является конвективной (критерий (2.6) 

не выполняется), для того чтобы в системе наблюдались колебания, необхо-

димо подать внешний сигнал на левой границе. Рассмотрим возбуждение гар-

моническим сигналом    00, expA x t A i t    . Если МН при этом также яв-

ляется конвективной, происходит устойчивое усиление входного сигнала. Ре-

шение имеет вид      , expA x t A x i t   , а пространственно-временная диа-

грамма будет аналогична представленной на рис. 2.10,б. 
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Рис. 2.12. Пространственно-временные диаграммы при 3b  , 5c  , 
6.5V  , иллюстрирующие пространственное развитие турбулентности, 

индуцированной внешним сигналом: а — внешнее воздействие отсут-
ствует; б — воздействие внешним сигналом с амплитудой 0 0.001A   и ча-

стотой   

 Однако, если МН является абсолютной, этот режим становится неустой-

чивым и возбуждается автомодуляция. Рассмотрим воздействие гармониче-

ским сигналом с достаточно малой амплитудой 0 0.001A   и частотой   , 

что приближенно равно частоте спектральной составляющей с максимальной 

амплитудой в спектре затухающих колебаний, которые наблюдаются в отсут-

ствие входного сигнала. Пространственно-временная диаграмма для этого 

случая показана на рис. 2.12,б. Она имеет вид, аналогичный рис. 2.10,д. В 

начале цепочки наблюдаются одночастотные колебания с постоянной ампли-

тудой. Далее видны область регулярной автомодуляции и область турбулент-

ности. В данном случае следует говорить о турбулентности, индуцированной 

внешним сигналом, поскольку без внешнего воздействия колебания затухают 

(рис. 2.12,а). Впрочем, даже в отсутствие внешнего сигнала возможны нетри-

виальные эффекты, связанные с усилением флуктуаций, неизбежно присут-

ствующих в любой реальной системе. Подобные вопросы рассматривались, 

например, в [30]. 
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 В целом результаты численного моделирования, представленные в этом 

и предыдущем разделах, хорошо согласуются с представлениями, развитыми 

в §2.4, и показывают, что картина поведения действительно определяется ха-

рактером двух неустойчивостей (первичной и модуляционной). 

§ 2.6. О характере модуляционной неустойчивости  

в консервативной среде 

 В пределе  , i , 0i   уравнение ГЛ (2.4) превращается в нелинейное 

уравнение Шрёдингера (НУШ), которое является эталонной моделью для опи-

сания динамики огибающей волнового пакета в консервативной среде 

[3,31,32]. Запишем его в виде  

   20 0
2t g x xxi A v A A A A


     , (2.35) 

где 2 2
0 d dk    — параметр дисперсии групповой скорости,   — параметр 

фазовой нелинейности, который в данном случае является вещественным.  

 Уравнение (2.35) имеет решения в виде монохроматической волны с по-

стоянной амплитудой 

    
0, i kx tA x t A e  , (2.36) 

где частота   и волновое число k  связаны нелинейным дисперсионным соот-

ношением 

 
220

02gkv k A


    . (2.37) 

Cчитая амплитуду и частоту волны заданными, из (2.37) найдем волновое 

число для волны, распространяющейся слева направо: 

    22
0 0 0

0

1
, 2g gk A v A v           

. (2.38) 

 Исследуем это решение на устойчивость аналогично тому, как это было 

сделано в § 2.3.3 для уравнения ГЛ. Зададим малое возмущение монохромати-

ческого решения 
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       
0, , i kx tA x t A a x t e    ,  

где   0,a x t A  , и будем искать его в виде двух сателлитов, симметрично от-

стоящих от несущей частоты: 

      , i Kx t i Kx ta x t a e a e  
   . (2.39) 

Подставляя (2.39) в уравнение (2.35) и повторяя действия, описанные в § 2.3.3, 

приходим к дисперсионному соотношению для частоты и волнового числа ма-

лого возмущения 

  
22

2 2 20
0 0 0,

2

K
KV A A K

          
 

, (2.40) 

где 

    0 0 0, ,gV A v k A     (2.41) 

— групповая скорость на частоте   (вообще говоря, зависящая от ампли-

туды). 

 Считая волновое число K  вещественным, запишем (2.40) в виде 

   KV i K     , где 

  
22

2 2 0
0 0 2

K
K A K

      
 

 (2.42) 

— инкремент неустойчивости. Очевидно, что при выполнении условия 

 0 0   , (2.43) 

известного как критерий Лайтхилла, в области малых K  инкремент является 

вещественным и положительным, т.е. имеет место МН.7 

 График зависимости  K  приведен на рис. 2.13. Неустойчивыми явля-

ются возмущения, волновые числа которых лежат в интервале  

 
2

2 2 0
0

0

4 A
K K


 


. (2.44) 

                                           
7 Далее без ограничения общности будем считать 0 0  , 0  . 
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Максимальное значение инкремента 2

0m A    имеет возмущение с волно-

вым числом 

 

2

00

0

2

2
m

AK
K


 


. (2.45) 

Для уравнения ГЛ зависимость  K  имела аналогичный характер (рис. 2.3). 

 

Рис. 2.13. Зависимость инкремента модуляционной неустойчивости от 
волнового числа 

 Выясним, при каких условиях МН является абсолютной, при каких — 

конвективной. Для определения характера неустойчивости используем крите-

рий, основанный на методе перевала (§ 1.2.1). Введем безразмерные перемен-

ные mz K K , mw     и перепишем дисперсионное соотношение (2.40) в 

виде (перед мнимой частью выбираем знак «+», что соответствует нарастаю-

щей волне) 

  2 22w az i z z   , (2.46) 

где введен безразмерный параметр 

 
0 0

2V
a

A


 
. 

Дифференцируя (2.46) и приравнивая полученное соотношение нулю, нахо-

дим точки перевала 

 
2 2 16

1
8s

a a a
z


  


. (2.47) 
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Наличие двух точек перевала связано с тем, что возмущение имеет вид двух 

сателлитов, расположенных симметрично относительно несущей частоты (см. 

(2.39)). Контур интегрирования должен пройти только через одну из точек пе-

ревала, причем таким образом, чтобы непосредственно в точке перевала его 

направление совпадало с направлением градиентного спуска, т.е. 

 Im constw   [33]. В данном случае это направление параллельно веществен-

ной оси. Кроме того, контур должен обойти в нижней полуплоскости точки 

0z  , 2 , в которых функция  w z  не аналитична. 

 Записывая критерий абсолютной неустойчивости   Im 0sw z  , полу-

чим условие 2 16a   или, с учетом определения a , 

 
2

2

0
08

V
A 


. (2.48) 

Однако необходимо учесть, что V  в свою очередь зависит от частоты и ампли-

туды. С учетом соотношений (2.38) и (2.41) неравенство (2.48) приобретает 

окончательный вид 

 
2

2

0
0

1

3 2

V
A

 
     

. (2.49) 

Таким образом, когда 0A  превышает критическое значение, которое определя-

ется формулой (2.49), происходит смена характера неустойчивости с конвек-

тивной на абсолютную. Принципиальной особенностью является то, что этот 

эффект носит нелинейный характер, поскольку наблюдается по мере увеличе-

ния интенсивности волны. 

 Аналитические результаты, определяющие характер МН, подтвержда-

ются результатами компьютерного моделирования [21,22]. Как и для уравне-

ния ГЛ (§ 2.5), чтобы исключить эффекты отражения и реализовать режим од-

нонаправленного распространения, граничное условие справа ставилось в 

виде так называемого поглощающего слоя, т.е. считалось, что интересующая 

нас область имеет некоторую конечную длину L , а при x L  в уравнение 
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(2.35) искусственно вводится затухание с коэффициентом, экспоненциально 

нарастающим по координате. На левой границе задавалось граничное условие 

в виде 

      0, th expinA t A t i t   , (0.50) 

что обеспечивает плавное нарастание амплитуды входного сигнала. Началь-

ное условие выбиралось в виде  , 0 0A x t   . 

 

Рис. 2.14. Пространственно-временная динамика (а) и зависимость ампли-
туды сигнала от времени в точке 10L   (б), иллюстрирующие распростра-
нение сигнала в случае конвективной неустойчивости ( 1.2gv  , 0 0.3A  ) 

Рис. 2.15. Пространственно-временная динамика (а) и зависимость ампли-
туды сигнала от времени в точке 10L   (б), иллюстрирующие распростра-
нение сигнала в случае абсолютной неустойчивости ( 1.4gv  , 0 0.6A  ) 

 Результаты численного моделирования полностью согласуются с теоре-

тическими. Для определенности все представленные ниже результаты приве-

дены для случая 1  , 0 2 1  , 0 , остальные значения указаны в подрису-

ночных подписях. При малых значениях амплитуды входного сигнала реали-

зуется режим конвективной МН. В этом случае возмущения, возникшие на пе-

реднем фронте, сносятся вправо и покидают систему через правую границу. 
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При этом в фиксированной точке пространства осцилляции амплитуды посте-

пенно затухают, и в итоге после окончания переходного процесса устанавли-

ваются одночастотные колебания с постоянной амплитудой 0A  и частотой  . 

На рис. 2.14 приведены примеры пространственно–временной динамики оги-

бающей сигнала и зависимость от времени в фиксированной точке с коорди-

натой 10L  . Справа от этой точки вводились поглощающие слои. 

 С ростом амплитуды входного сигнала длительность переходного про-

цесса увеличивается, и когда 0A  превышает критическое значение, определя-

ющееся формулой (2.49), неустойчивость становится абсолютной. В этом слу-

чае (рис. 2.15) нарастающие возмущения непрерывно генерируются вдоль 

всей длины системы, в результате чего возникает автомодуляция в виде бегу-

щих волн, распространяющихся вдоль системы. Амплитуда волны в фиксиро-

ванной точке испытывает периодические осцилляции (рис. 2.15,б). С ростом 

0A  растет глубина модуляции амплитуды, а спектр обогащается новыми гар-

мониками. Постепенно сигнал в точке x L  приобретает вид последователь-

ности солитоноподобных импульсов. Более того, с ростом 0A  наблюдается пе-

реход к пространственно-временным хаотическим колебаниям, т.е. к турбу-

лентности. Поскольку НУШ является универсальной моделью для описания 

динамики огибающей волнового пакета в консервативных средах, такое пове-

дение может носить достаточно общий характер. Одним из примеров является 

возникновение хаотической динамики магнитостатических волн в феррито-

вых пленках [34,35]. 

 

Equation Section (Next) 



 

ГЛАВА 3. НЕУСТОЙЧИВОСТИ В СИСТЕМАХ 

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ВОЛН С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ 

 И ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ЭНЕРГИЕЙ 

§ 3.1. Волны с положительной и отрицательной энергией.  

Волны пространственного заряда в электронном потоке 

 Рассмотрим другой класс активных сред, в которых неустойчивость воз-

никает за счет взаимодействия волн с положительной и отрицательной энер-

гией. Это могут быть, например, электронные или гидродинамические потоки. 

Под волной с отрицательной энергией понимают такую волну, энергия кото-

рой уменьшается при увеличении её амплитуды [1,4]. В качестве примера рас-

смотрим волны пространственного заряда в электронном потоке. Используем 

гидродинамическое приближение, т.е. представим электронный поток в виде 

сплошной среды — заряженной жидкости. Считая движение электронов одно-

мерным8, запишем гидродинамическое уравнение движения 

 пз

v v
v E

t x

 
  

 
, (3.1) 

и уравнение непрерывности, отражающее закон сохранения заряда 

 
 

0
v

t x

 
 

 
. (3.2) 

Здесь v  — скорость «электронной жидкости»,   — плотность заряда, e m   

— удельный заряд электрона, пзE  — напряженность поля пространственного 

заряда, которая подчиняется уравнению Пуассона 

 0

0

пзE

x

  
 

 
  (3.3) 

                                           
8Это справедливо, если электронный поток сфокусирован сильным продольным магнитным полем. 
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При этом считается, что статический пространственный заряд скомпенсиро-

ван неподвижными положительными ионами, плотность которых 0  по абсо-

лютной величине равна средней плотности заряда электронов [1,4]. 

 Представим скорость и плотность заряда в виде суммы постоянных и 

переменных составляющих 

 
 
 

0

0

, ,

, ,

v v v x t

x t

 

    




 (3.4) 

подставим эти выражения в уравнения (3.1)-(3.3) и линеаризуем, считая пере-

менные составляющие малыми. Получим 

 

0

0 0

0

,

0,

.

пз

пз

v v
v E

t x
v

v
t x x

E

x

 
  

 
  

   
  

 
 

 

 

  



  (3.5) 

 Будем искать решение этих уравнений в виде бегущей гармонической 

волны, полагая, что все переменные зависят от координаты и времени как 

 exp i kx t    . Уравнения (3.5) примут вид 

  0 пзi kv v E   , (3.6) 

  0 0i kv ik v    , (3.7) 

 0пзikE     (3.8) 

Условие совместности этой системы приводит к дисперсионному соотноше-

нию 

  2 2
0 pkv    ,  (3.9) 

где 0 0p     — плазменная частота. 

 Из уравнения (3.9) следует, что в электронном потоке возбуждаются две 

волны, называемые волнами пространственного заряда (ВПЗ), дисперсион-

ные характеристики которых задаются уравнениями 

 0 pkv  . 
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Фазовые скорости этих волн равны 

 
0

pv v
k


  .  (3.10) 

Знак «+» соответствует быстрой ВПЗ, 

фазовая скорость которой превышает 

скорость электронного потока 0v , знак «–

» — медленной. Дисперсионные характе-

ристики приведены на рис. 3.1, где вве-

дено обозначение 0p pk v . 

 Для дальнейшего существенно, что 

быстрая ВПЗ является волной с положи-

тельной энергией, а медленная — с отри-

цательной. Действительно, из уравнения (3.7) видно, что для быстрой волны 

 
0

pv
k

 
 


 ,  

т.е. возмущения скорости и плотности заряда синфазны. Следовательно, с ро-

стом амплитуды волны плотность кинетической энергии 2 2v  возрастает. 

Напротив, для медленной ВПЗ 

 
0

pv
k

 
 


 ,  

следовательно, с ростом её амплитуды количество ускоренных электронов 

уменьшается, а замедленных — увеличивается. Таким образом, плотность 

энергии уменьшается [36]. 

 Анализируя в общей постановке задачу о возбуждении волн в среде, дви-

жущейся со скоростью 0v , Стэррок показал [37], что быстрые волны с 0v v   

имеют положительную энергию, а медленные с 0v v   — отрицательную. 

Рис. 3.1. Дисперсионные характери-
стики быстрой и медленной ВПЗ 



Глава 3 

53 

§ 3.2. Взаимодействие электронного потока с электромагнитной волной 

 Принцип действия различных приборов вакуумной, плазменной и кван-

товой электроники основан на неустойчивости, развивающейся при взаимо-

действии волн с положительной и отрицательной энергией. Типичным приме-

ром является взаимодействие электронного потока с бегущей электромагнит-

ной волной (ЭМВ), распространяющейся в замедляющей системе [4,8,38,39]. 

В этом случае уравнение движения (3.1) модифицируется следующим обра-

зом: 

  пз

v v
v E E

t x

 
   

 
, (3.11) 

где E  — напряженность поля замедленной ЭМВ. Представим скорость и 

плотность заряда в виде (3.4) и линеаризуем уравнения аналогично тому, как 

это было сделано в § 3.1. Удобно ввести переменную составляющую тока 

 0 0I v v S   , где S  — площадь поперечного сечения электронного потока. 

Для величины I  получим уравнение 

 
2

2
0 0p

E
v I I S

t x t

          
.  (3.12) 

Считая, что I  и E  зависят от времени по гармоническому закону, 

 , expI E i t  , приведем это уравнение к виду 

 
2

2 0 0
0

02p

i v I
v i I I E

x V

       
,  (3.13) 

где 0 0 0I v S  — постоянный ток,  2
0 0 2V v   — ускоряющее напряжение.  

 Также можно записать уравнение возбуждения замедляющей системы 

электронным током [4,38,39] 

 

2

1

2

E i
E KI

x v v 

   
      

,  (3.14) 
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где v  — фазовая скорость волны в замедляющей системе, K  — сопротивле-

ние связи. Отыскивая решение уравнений (3.13), (3.14) в виде  , expI E ikx , 

получим дисперсионное соотношение 

     2 2 3 3
0s pk kv C         .  (3.15) 

Здесь    s k kv k   — «холодная» дисперсионная характеристика замедляю-

щей системы, C  — параметр усиления Пирса, который определяется форму-

лой 

 3 0 0

04

I K v
C

V v

 
   

 
. 

 На рис. 3.2 приведены дисперсион-

ная характеристика ЭМВ в замедляю-

щей структуре, а также дисперсион-

ные характеристики быстрой и мед-

ленной ВПЗ. Наиболее интенсивное 

взаимодействие между этими волнами 

происходит в окрестности точек син-

хронизма, в которых эти характери-

стики пересекаются, т.е. фазовая ско-

рость ЭМВ равна фазовой скорости 

одной из ВПЗ. В случае большого про-

странственного заряда, когда точки синхронизма лежат достаточно далеко 

друг от друга, взаимодействие с быстрой и медленной ВПЗ можно рассматри-

вать по отдельности. 

 Итак, рассмотрим для определенности взаимодействие с медленной ВПЗ 

(соответствующая точка синхронизма показана на рис. 3.2). В этой точке 

  0 0 0 0 0,s pk k v     .  (3.16) 

Будем также считать, что параметр Пирса достаточно мал, что, как правило, 

имеет место на практике. Представим частоту и волновое число в виде 

 

Рис. 3.2. Дисперсионные характери-
стики замедленной ЭМВ и быстрой и 

медленной ВПЗ.  0 0,k  — точка син-

хронизма ЭМВ и медленной ВПЗ 
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 0  , 0k k k   , 

где   и k  — небольшие отстройки от точки синхронизма. С учетом (3.16) 

запишем с точностью до членов первого порядка малости по  , k  

  s gk v k       , 

 0 0pkv v k      , 

 0 02 2p p pkv v k         . 

Подставив эти выражения в (3.15), получим 

   
3 3
0

0 2g
p

C
v k v k


   


     (3.17) 

Здесь g sv d dk   — групповая скорость ЭМВ. Фактически, дисперсионная 

характеристика замедляющей системы аппроксимируется касательной, кото-

рая показана на рис. 3.2 штриховой линией. 

 Аналогичные выкладки можно проделать в окрестности точки синхро-

низма с быстрой ВПЗ. Дисперсионное соотношение принимает вид 

   
3 3
0

0 2g
p

C
v k v k


  


   ,  (3.18) 

отличаясь от (3.17) лишь знаком правой части. 

 Отметим, что правая часть дисперсионного соотношения, вообще го-

воря, зависит от   и k  (в частности, от них зависят фазовая скорость v  и 

сопротивление связи K ). Однако, учитывая малость параметра 3C , можно 

приближенно положить 0  , 0k k  и считать его константой. 

 На рис. 3.2 показан случай синхронизма с прямой пространственной гар-

моникой. Взаимодействие такого типа осуществляется в лампе бегущей волны 

(ЛБВ). Однако можно подобрать скорость электронного потока таким обра-

зом, чтобы имел место синхронизм с обратной гармоникой, для которой груп-

повая скорость направлена навстречу электронам. В этом случае вместо дис-

персионных соотношений (3.17), (3.18) будем иметь 
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   
3 3
0

0 2g
p

C
v k v k


   


   . (3.19) 

Взаимодействие с обратной гармоникой осуществляется в лампе обратной 

волны (ЛОВ) [38,39]. 

§ 3.3. Анализ дисперсионного соотношения  

в двухволновом приближении 

 Итак, при большом пространственном заряде в окрестности точки син-

хронизма достаточно учитывать взаимодействие только двух волн. Это позво-

ляет записать универсальный вид дисперсионного соотношения связанных 

волн [1,4]: 

    2
1 2kv kv    . (3.20) 

Здесь   и k  — отстройки от точки синхронизма (знак «~» для краткости 

опускаем), 1,2v  — групповые скорости взаимодействующих волн (по абсолют-

ной величине), знаки « » отражают направление потока энергии. В правой 

части введен параметр связи , знак «–» соответствует взаимодействию волн с 

энергиями разных знаков, знак «+» — одного знака. Дисперсионное соотно-

шение (3.20) представляет собой квадратное уравнение как относительно ча-

стоты, так и относительно волнового числа, поэтому его корни нетрудно 

найти. Всего можно выделить четыре характерные ситуации. 

 3.3.1. Взаимодействие попутных волн с энергией одного знака  

 В этом случае уравнение (3.20) принимает вид 

    2
1 2kv kv    .  

Его можно разрешить относительно    

    2 2 21 2
1 2

1
4

2 2

v v
k k v v k


        

или относительно k   
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    2 2 2
1 21 2

2 2
1 2 1 2 1 2

1 4

2 2

v vv v
k

v v v v v v

  
    . 

Очевидно, что и  k , и  k   чисто вещественны, так что никакой неустойчи-

вости нет. Соответствующая дисперсионная диаграмма приведена на 

рис. 3.3,а. 

 3.3.2. Взаимодействие встречных волн с энергией одного знака.  

 Теперь рассмотрим взаимодействие волн, групповые скорости которых 

направлены навстречу друг другу. Дисперсионное соотношение для этого слу-

чая имеет вид 

  

  а          б 

Рис. 3.3. Дисперсионные характеристики взаимодействующих попутных 
(а) и встречных (б) волн с энергией одного знака. Асимптоты — дисперси-
онные характеристики парциальных волн. Штриховкой показана полоса 
непропускания 

    2
1 2kv kv    .  

Запишем выражения для корней этого уравнения: 

    2 2 21 2
1 2

1
4

2 2

v v
k k v v k


      , 

    2 2 2
1 21 2

2 2
1 2 1 2 1 2

1 4

2 2

v vv v
k

v v v v v v

  
     . 

Вновь видим, что при вещественных k  корни  k  также являются веще-

ственными. Однако корни  k   являются комплексно сопряженными в обла-

сти частот  



Волны с положительной и отрицательной энергией 

58 

 
 

2
2 2 1 2

2

1 2

4
c

v v

v v


   


. 

 Особенно простой вид приобретает дисперсионное соотношение в слу-

чае, когда групповые скорости одинаковы по абсолютной величине, 1,2v v : 

 2 2 2 2k v    .  

Очевидно, что в области частот 2 2    волновые числа оказываются чисто 

мнимыми 

 2 2k i    .  

Соответствующая дисперсионная характеристика приведена на рис. 3.3,б. 

 Несмотря на то, что имеются комплексные k , неустойчивости нет, по-

скольку Im 0  , т.е. нет нарастания во времени. Волны с комплексными k  

являются затухающими в пространстве; волновое число с Im 0k   соответ-

ствует волне, распространяющейся вправо, волновое число с Im 0k   — 

волне, распространяющейся влево. Область частот 2 2
c   называется полосой 

непропускания, а c  — критической частотой или частотой отсечки. 

 3.3.3. Взаимодействие попутных волн с энергиями разных знаков 

 Если взаимодействуют попутные волны с энергиями разных знаков, дис-

персионное соотношение имеет вид 

    2
1 2kv kv    . (3.21) 

Находим корни этого уравнения:  

 

   

   

2 2 21 2
1 2

2 2 2
1 21 2

2 2
1 2 1 2 1 2

1
4 ,

2 2

1 4
.

2 2

v v
k k v v k

v vv v
k

v v v v v v


     

  
   

 (3.22) 

В данном случае при вещественных k  корни  k  являются комплексными в 

области  
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2
2 2

2

1 2

4
ck k

v v


 


, 
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а при вещественных   корни  k   являются комплексными в области  

 
 

2
2 2 1 2

2

1 2

4
c

v v

v v


   


, 

т.е. присутствует нарастание волн и во времени, и в пространстве. Инкремент 

неустойчивости  

    22 2
1 2

1
Im 4

2
k v v k      

принимает максимальное значение maxIm    при 0k  , т.е. в точке синхро-

низма. На рис. 3.4,а приведены дисперсионные характеристики и инкремент 

неустойчивости для этого случая. 

  

  а          б 

Рис. 3.4. Дисперсионные характеристики и инкремент неустойчивости вза-
имодействующих попутных (а) и встречных (б) волн с положительной и 
отрицательной энергией. Пунктиром показан декремент затухающей 
волны 

 Обратим внимание, что в полосе неустойчивости решение представляет 

собой суперпозицию двух волн: нарастающей  Im 0  и затухающей 

 Im 0 . 

 3.3.4. Взаимодействие встречных волн с энергиями разных знаков 

 Наконец, рассмотрим взаимодействие встречных волн с энергиями раз-

ных знаков. Для этого случая дисперсионное соотношение имеет вид 

    2
1 2kv kv    . (3.23) 

Корни этого уравнения есть  
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   

   

2 2 21 2
1 2

2 2 2
1 21 2

2 2
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1
4 ,
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.

2 2

v v
k k v v k

v vv v
k

v v v v v v


     

  
    

 (3.24) 

Теперь корни  k   являются вещественными при вещественных  , тогда как 

корни  k  являются комплексными в области  

 
 

2
2 2

2

1 2

4
ck k

v v


 


. 

Таким образом, в данном случае нарастание поля во времени есть, а в про-

странстве — нет! 

 Как и при взаимодействии волн с энергией одного знака (§ 3.3.2), анализ 

существенно упрощается, если групповые скорости одинаковы по абсолютной 

величине, 1,2v v . Дисперсионное соотношение принимает вид 

 
2 2 2 2k v   .  

В области 2 2 2k v  корни этого уравнения чисто мнимые: 

 2 2 2i k v    .  

Максимальный инкремент maxIm  по-прежнему достигается при 0k  . Со-

ответствующие дисперсионные характеристики и инкремент неустойчивости 

приведены на рис. 3.4,б. 

 3.3.5. Анализ характера неустойчивости  

 Определить характер неустойчивости взаимодействующих волн с поло-

жительной и отрицательной энергиями можно, не прибегая к критериям, изло-

женным в Главе 1. Действительно, рассмотрим, например, взаимодействие по-

путных волн. Нетрудно записать уравнения связанных волн, соответствующие 

дисперсионному соотношению (3.21) [3]: 

 
1

2

,

.

U U
v V

t x
V V

v U
t x

 
  

 
 

  
 

  (3.25) 
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Это система гиперболического типа, которую можно решить при помощи ме-

тода характеристик [1,3,4]. Уравнения характеристик имеют вид 

 1 2,
dx dx

v v
dt dt

  . 

Рассмотрим эволюцию начального возмущения, локализованного на отрезке 

a x b  , и построим картину характеристик на плоскости ,x t  (рис. 3.5,а). Ха-

рактеристики представляют собой два семейства параллельных прямых. По-

скольку они наклонены в одну сторону, очевидно, что возмущение, расширя-

ясь, в целом сносится вправо. Следовательно, в системе попутных волн не-

устойчивость конвективная. 

  

  а          б 

Рис. 3.4. Характеристики на плоскости ,x t  и эволюция начального возму-
щения для взаимодействия попутных (а) и встречных (б) волн с положи-
тельной и отрицательной энергией 

 Напротив, при взаимодействии встречных волн вместо (3.25) следует за-

писать 

 
1

2

,

.

U U
v V

t x
V V

v U
t x

 
  

 
 

  
 

  (3.26) 

Соответственно, уравнения характеристик есть  

 1 2,
dx dx

v v
dt dt

   . 

Характеристики наклонены в разные стороны, следовательно, возмущение, 

нарастая, расширяется и постепенно занимает всю рассматриваемую область, 
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как показано на рис. 3.5,б. Таким образом, в системе встречных волн неустой-

чивость является абсолютной. 

 Итак, в случае двухволнового взаимодействия характер неустойчивости 

без труда определяется по наклону асимптот на дисперсионной диаграмме: 

если они наклонены в одну сторону, то неустойчивость конвективная, а если в 

разные — абсолютная. 

 Тем не менее, применим строгий критерий, основанный на слиянии по-

люсов (§ 1.2.2). Как видно из соотношений (3.22) и (3.24), два корня  k   сли-

ваются в точке  

 
 1 2

1 22

v v
k

v v

 
  . (3.27) 

Здесь знак «+» соответствует взаимодействию попутных волн, знак «–» — 

встречных. Однако критерий абсолютной неустойчивости требует, чтобы сли-

вались два полюса, которые при Re  находились в разных полуплоско-

стях. Для взаимодействия попутных волн корни  k   (3.22) в этом пределе 

принимают вид 

 1
1

k
v


 , 2

2

k
v


 . 

Очевидно, что на -плоскости эти корни не могут лежать в разных полуплос-

костях. Таким образом, неустойчивость является конвективной. 

 Напротив, для взаимодействия встречных волн из (3.24) находим 

 1
1

k
v


 , 2

2

k
v


  . 

Эти корни, очевидно, лежат в разных полуплоскостях. Подставив выражение 

(3.27) в дисперсионное соотношение (3.23), найдем точки ветвления 

 
 

2
2 1 2

2

1 2

4
s

v v

v v


  


. (3.28) 

Очевидно, что в одной из точек ветвления Im 0s  , следовательно, неустой-

чивость является абсолютной. 
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§ 3.4. Анализ дисперсионного соотношения в общем случае 

 Проведем анализ дисперсионного соотношения (3.15) в общем случае, 

не ограничиваясь двухволновым приближением, а учитывая взаимодействие 

всех трех волн: замедленной электромагнитной волны и двух волн простран-

ственного заряда. Поскольку дисперсионное соотношение имеет третий поря-

док как по  , так и по k , один из его корней всегда чисто вещественный, а 

два других могут быть либо вещественными, либо комплексно сопряженными. 

Рассмотрим вначале взаимодействие с попутной волной. В этом случае в 

окрестности синхронизма с быстрой ВПЗ корни дисперсионного соотношения 

чисто вещественные, а в окрестности синхронизма с медленной ВПЗ лежит 

область конвективной неустойчивости, т.е. имеет место своего рода комбина-

ция двух ситуаций, представленных на рис. 3.3,а и 3.4,а. Дисперсионные ха-

рактеристики приведены на рис. 3.6,а. 

   

 а      б 

Рис. 3.6. Дисперсионные характеристики и инкремент неустойчивости для 
взаимодействия электронного потока с прямой (а) и обратной (б) гармони-
кой. Пунктиром показан декремент затухающей волны 

 При взаимодействии с обратной волной в окрестности синхронизма с 

быстрой ВПЗ имеет место непропускание, в окрестности синхронизма с мед-

ленной ВПЗ — абсолютная неустойчивость. На дисперсионной диаграмме, 

представленной на рис. 3.6,б, можно выделить области, напоминающие 

рис. 3.3,б и рис. 3.4,б. 
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 По аналогии с § 3.3 дисперсионному соотношению ЛБВ или ЛОВ можно 

придать универсальный вид, удобный для дальнейшего анализа. Введем вели-

чины   и k  — отстройки от точки синхронизма, под которой теперь будем 

понимать точку, в которой фазовая скорость электромагнитной волны равна 

скорости электронного пучка 0v : 

  0 0 0 0 0,s k k v    .  (3.29) 

Тогда из уравнения (3.15) получим 

    2
2 3

0g pv k v k       
   , (3.30) 

где 0C  . Вводя нормированные частоту  , волновое число K  и параметр 

пространственного заряда q  

 0v k 
 




, 

 0 gv v k
K







, 

2

2

pq





,  

приведем (3.30) к виду 

   2 1K q     . (3.31) 

 Используя известные формулы для корней кубического уравнения, 

можно выразить корни уравнения (3.31) в аналитическом виде (см., например, 

[40]): 
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 (3.32) 

где  
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 Рассмотрим вначале случай 

пренебрежимо малого простран-

ственного заряда 0q . Один из 

корней (3.32) всегда является ве-

щественным, а два других могут 

быть комплексно сопряженными 

при  

3

3
1.89

4
K   . 

Зависимости  K  приведены на 

рис. 3.7,а. Максимальный инкре-

мент неустойчивости достигается 

при 0K  , т.е. в точке синхро-

низма. При этом корни дисперси-

онного уравнения равны 1 1  , 

2,3

1 3

2

i 
  . 

 Случай нулевого простран-

ственного заряда является в неко-

тором роде вырожденным по-

скольку область неустойчивости 

формально простирается вплоть 

до K   (хотя инкремент не-

устойчивости в этом пределе 

стремится к нулю). При конечных 

q  диапазон волновых чисел, в котором имеет место неустойчивость, ограни-

чен (рис. 3.7,б).  

 На рис. 3.8 приведены зависимости инкремента неустойчивости от K  

при различных значениях параметра пространственного заряда. Видно, что с 

 

 

Рис. 3.7. Корни дисперсионного уравнения 
(3.31) при q = 0 (а) и q = 1 (б). Пунктиром 
показан декремент затухающей волны  

 

 
Рис. 3.8. Зависимости инкремента неустой-
чивости от волнового числа при различных 
значениях параметра пространственного 
заряда 
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ростом q  инкремент неустойчивости и ширина полосы усиления уменьша-

ются, а значение K , при котором достигается максимальный инкремент, сме-

щается вправо, т.е. к точке синхронизма с медленной ВПЗ. При 1q  форма 

кривой  Im K  имеет практически тот же вид, что и в двухволновом при-

ближении (рис. 3.4,а). 

§ 3.5. Двухпучковая неустойчивость 

 В качестве еще одного важного примера рассмотрим взаимодействие 

двух электронных пучков. Запишем гидродинамические уравнения движения 

и непрерывности, аналогичные (3.1), (3.2)  

 j j
j пз

v v
v E

t x

 
  

 
, (3.33) 

 
 

0
j jj
v

t x

 
 

 
, (3.34) 

где 1,2j  , а также уравнение Пуассона 

 1 2 01 02

0

пзE

x

     
 

 
  (3.35) 

Линеаризуем эти уравнения, полагая  0 ,j j jv v v x t   ,  0 ,j j j x t       

 0
j j

j пз

v v
v E

t x

 
  

 

 
, (3.36) 

 0 0 0j j j
j j

v
v

t x x

  
   

  

  
, (3.37) 

 1 2

0

пзE

x

   
 

 
 

  (3.38) 

Полагая, что все переменные величины зависят от координаты и времени как 

 exp i kx t   , приходим к дисперсионному соотношению 

    2 22 2 2 2
01 1 02 2 1 2p p p pkv kv              , (3.39) 
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где 0 0pj j     — соответствующие плазменные частоты. Дисперсионное 

соотношение (3.39) является уравнением четвертого порядка как относи-

тельно  , так и относительно k . Оно отражает связь четырех ВПЗ — двух 

быстрых и двух медленных. 

 Рассмотрим далее случай, когда пучки имеют одинаковую плотность, 

так что 1 2p p p     . При этом условии уравнение (3.39) становится биквад-

ратным. Введем среднюю скорость  

 01 02

2

v v
v


  

и расстройку скоростей 

 01 02

2

v v
v


  . 

Без ограничения общности считаем, что 01 02v v . Уравнение (3.39) примет вид 

    2 22 2 4
p p pk v k v                 , (3.40) 

где kv   . Корни этого уравнения находятся без труда: 

 2 2 2 2 4 2 2 24p p pk v k v          . (3.41) 

Очевидно, что из четырех корней два, которым соответствует знак «+» в (3.41)

, всегда вещественны. Два других являются комплексными в области волно-

вых чисел 

 
2

2
2

2 pk
v





. 

При этом решение представляет собой суперпозицию четырех волн, одна из 

которых является нарастающей, другая — затухающей, и еще две имеют по-

стоянную амплитуду. Обратим внимание, что неустойчивость развивается в 

области длинных волн. Максимальный инкремент неустойчивости  

 maxIm 1 2 3 1 3 2 2p p         

достигается при 
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2
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v





. 

Аналогично можно найти и проанализировать корни  k  . 

         

  а          б       в 

Рис. 3.9. Дисперсионные характеристики и инкремент неустойчивости вза-
имодействующих попутных (а) и встречных (б) электронных пучков, а 
также пучка, взаимодействующего с плазмой. Пунктиром показан декре-
мент затухающей волны 

 На рис. 3.9 приведены дисперсионные характеристики для взаимодей-

ствия попутных ( 01 02, 0v v  ) и встречных пучков ( 01 020, 0v v  , для определен-

ности представлен случай, когда скорости одинаковы по абсолютной вели-

чине). Привлекая аргументацию, развитую в § 3.3.5, можно сделать вывод о 

том, что в первом случае неустойчивость является конвективной, во втором — 

абсолютной. Неустойчивость является следствием взаимодействия быстрой 

ВПЗ в более медленном пучке с медленной ВПЗ в более быстром. Взаимодей-

ствие двух попутных пучков лежит в основе принципа действия двухлучевого 

усилителя или электронно-волновой лампы [36,41]. В свое время подобные 

приборы привлекли интерес как широкополосные усилители миллиметрового 

диапазона, поскольку они не требуют изготовления мелкоструктурных замед-

ляющих систем. Однако широкого развития эта идея не получила. Одним из 

основных недостатков является высокая чувствительность к скоростному раз-

бросу. Действительно, очевидно, что полоса неустойчивости тем шире, чем 

меньше расстройка скоростей v . Выше мы предполагали, что оба электрон-
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ных пучка являются моноэнергетическими, т.е. все электроны влетают в про-

странство взаимодействия со скоростями 01v  или 02v . Однако неизбежно при-

сутствующий в реальных пучках разброс дрейфовых скоростей существенно 

снижает коэффициент усиления и уменьшает ширину полосы частот. 

 Также на рис. 3.9,в приведена дисперсионная характеристика при нуле-

вой скорости одного из потоков, что соответствует взаимодействию электрон-

ного пучка с неподвижной плазмой. Это пограничный случай между абсолют-

ной и конвективной неустойчивостью, который заслуживает отдельного рас-

смотрения.  

 Неустойчивость электронного пучка в плазме была предсказана в 1949 г. 

А.И. Ахиезером и Я.Б. Файнбергом в СССР и независимо от них — Д. Бомом 

и Е. Гроссом в США. В настоящее время основной интерес представляют 

мощные пучково-плазменные усилители и генераторы СВЧ, основанные на 

сильноточных релятивистских электронных пучках [42]. 

§ 3.6. Переход абсолютной неустойчивости в конвективную 

 при наличии диссипации 

 В §§ 3.3-3.5 анализировались сравнительно простые примеры гипербо-

лических систем, когда можно воспользоваться методом характеристик, и ха-

рактер неустойчивости полностью определяется направлением групповых 

скоростей взаимодействующих волн. Однако существуют и более сложные си-

туации, в которых этого недостаточно. Ряд примеров обсудим в этом и после-

дующих разделах. 

 Рассмотрим взаимодействие встречных волн с энергиями разных знаков, 

когда одна из волн является затухающей. Дисперсионное соотношение (3.23) 

при наличии затухания модифицируется следующим образом: 

    2
1 2kv kv i      , (3.42) 
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где   — параметр диссипации. Применим второй критерий характера не-

устойчивости, основанный на слиянии полюсов. Разрешив (3.42) относительно 

k , получим 

 
      2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 2

1 2

4

2

v v i v v v i v v v i
k

v v

              
 . (3.43) 

При 0  это соотношение, очевидно, переходит в (3.24).  

 Слияние двух корней (3.43) происходит при  

     2 2 2
2 1 1 1 24 0v v i v v v i           .  

Разрешим это уравнение относительно   и найдем точки ветвления 

 
 2 1 1

1 2

2
s

i v v v

v v

  
  


  (3.44) 

В отсутствие диссипации одна из этих точек всегда лежит в верхней полуплос-

кости, следовательно, неустойчивость является абсолютной (§ 3.3.5). Однако 

при 

 2 12 v v    

обе точки ветвления лежат в нижней полуплоскости, т.е. неустойчивость ста-

новится конвективной. Влияние диссипации может сказываться, например, в 

твердотельных аналогах ЛОВ и ЛБВ. Подобные приборы, в которых миниа-

тюрная замедляющая система наносилась непосредственно на поверхность по-

лупроводникового кристалла, привлекали интерес в 1960-70-х гг. (см., напри-

мер, [43-45]), однако широкого распространения не получили. 

§ 3.7. Характер неустойчивости при нулевой групповой скорости  

одной из волн 

 Примером, когда групповая скорость одной из волн равна нулю, может 

служить взаимодействие электронного пучка с неподвижной плазмой 

(см. § 3.5). Дисперсионное соотношение для этого случая имеет вид (ср. (3.39)

) 
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  2 2 2 2 2 2
0 b p p bkv             . (3.45) 

Здесь символами b  и p  обозначены плазменные частоты пучка и непо-

движной плазмы, соответственно. Обратим внимание, что относительно   это 

уравнение имеет четвертый порядок, а относительно k  — второй. Поэтому 

критерии, развитые в § 1.2, здесь неприменимы. Действительно, если разре-

шить (3.45) относительно k , получим 

 
2 2

0 0

b

p

k
v v

 
 

  
  

Неустойчивость имеет место при 2 2
p   ; при этом волновые числа являются 

комплексно сопряженными: 

 
2 2

0 0

b

p

i
k

v v

 
 

  
. 

Ясно, что не может произойти слияние двух корней, которые при Re   

находились в различных полуплоскостях, т.е. критерий абсолютной неустой-

чивости выполняться не может. Но это ещё не означает, что неустойчивость 

является конвективной. 

 Для анализа этой ситуации воспользуемся методом, развитым в [46]. 

Рассмотрим вначале взаимодействие двух встречных волн, полагая, что их 

скорости одинаковы по абсолютной величине. Дисперсионное соотношение 

(3.23) принимает вид 

 
2 2 2 2k v   . (3.46) 

Для этого случая функцию Грина 

  
 

 2

1
,

4 ,

i i kx t

i

e
G x t d dk

D k

   

  

 
    (3.47) 

удается вычислить точно. Разрешая уравнение (3.46) относительно k , видим, 

что во внутреннем интеграле подынтегральное выражение имеет два полюса в 

точках 
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 2 21
k

v      . (3.48) 

 Оставим корень k , который определяет поведение функции Грина в об-

ласти 0x  . Получим 

  
 2 2

2 2
,

4

i x v ti

i

iv e
G x t d

   

 

 
    . (3.49) 

Следовательно, имеются две точки ветвления i   . Контур интегрирования 

в плоскости   сдвинем далеко вниз, обходя точки ветвления, как показано на 

рис. 3.10.  

 Введем новую переменную  , для которой 

 
2 2 2

ch
t

t x v
 


, 

2 2 2
sh

x v

t x v
 


, 

а также положим sh    . Тогда выражение (3.49) примет вид 

    2 2 2
2

sh

2

,
4

i
i t x v

i

iv
G x t e d


  

 

 
  . (3.50) 

Наконец, обозначив i     , получим 

  
2 2 2

2
sin

2

,
4

t x vv
G x t e d


  



  
  . (3.51) 

Интеграл (3.51) можно вычислить с помощью интегрального представления 

для модифицированной функции Бесселя: 

  
/2

sin
0

/2

1 zI z e d






 
  . 

Таким образом, получаем 

    2 2 2 2 2 2
0

2 2 2

,
,

0,

I t x v x v t
G x t

x v t

   

 

  (3.52) 

 Как известно, при больших значениях аргумента модифицированная 

функция Бесселя имеет асимптотику  0 2zI z e z  . Следовательно, в фик-

сированной точке constx   при t    
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    0,
2

te
G x t I t

t






  , (3.53) 

т.е. неустойчивость абсолютная. 

 Теперь сделаем замену  

 x x vt  , 2V v , 

что эквивалентно переходу в си-

стему отсчета, движущуюся со ско-

ростью v . Дисперсионное соотно-

шение (3.46) принимает вид9 

   2kV    , 

а выражение в аргументе функции 

Бесселя преобразуется следующим 

образом: 

 
   22

2 2
2 2 2

4x vt Vt x xx
t t

v v V

 
    . 

В итоге функция Грина (3.52) принимает вид 

    0

2
,G x t I x Vt x

V

   
 

 при 0 x Vt  .   

В фиксированной точке x  при t   имеем 

  
2

0 1 4

2
,

xt Ve
G x t I Vxt

V t

 
 
 

  .  

Таким образом, возмущение нарастает, хотя и по более медленному закону, 

чем при абсолютной неустойчивости (3.53). Это своего рода пограничный слу-

чай между абсолютной и конвективной неустойчивостью. 

                                           
9 Дисперсионное соотношение такого вида возникает, например, в теории квантового усилителя, где электро-
магнитная волна распространяется в среде из неподвижных квантовых осцилляторов, находящихся в возбуж-
денном состоянии (глава 4), а также при взаимодействии электронного потока с цепочкой несвязанных ос-
цилляторов (резонаторов) [46]. 

Рис. 3.10. Контур интегрирования в  
-плоскости 
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§ 3.8. Неустойчивость при взаимодействии электронного потока с  

электромагнитной волной вблизи границы полосы пропускания 

 В §§ 3.2, 3.3 было получено дисперсионное соотношение (3.15) для элек-

тронного потока, взаимодействующего с электромагнитной волной, и проана-

лизированы дисперсионные характеристики в окрестности точек синхронизма 

с одной из волн пространственного заряда. Очевидно, что отдельного рассмот-

рения заслуживает случай синхронизма в окрестности критической частоты 

(границы полосы пропускания), где групповая скорость обращается в нуль. 

Пусть 0 , 0k  — критические частота и волновое число. Дисперсионная харак-

теристика периодической замедляющей системы в окрестности этой точки 

имеет вид 

    2

0
0 2

s
s

k k
k

 
   ,  (3.54) 

где  2 2
0s sd k dk   , знаки «±» соответствуют нижней/верхней границе. 

Саму величину s  будем считать положительной. 

 Повторяя выкладки, описанные в § 3.2, запишем приближенное диспер-

сионное соотношение для синхронизма с медленной ВПЗ (ср. (3.17)) 

    2 3 3
0 20

0 0 2 2
s

p
p

k k C
kv

   
         

   
  (3.55) 

Введем нормированные переменные 

 
2

0 03
4 3

2

s

v  
 

 
, 0 03

2 3 2
sk k v

K
 




 

и безразмерный параметр 

 0 0 0
3

2 3 2
02

p s
k v

B
v

  



. 

В этих обозначениях уравнение (3.55) примет вид 

  
2 3

2
2
0

1
2

s K B K
v

             
. (3.56) 
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Поскольку параметр  полагается малым, членом порядка 
2 3   можно пре-

небречь. В итоге получаем универсальный вид дисперсионного соотношения 

для взаимодействия волн вблизи границы полосы пропускания  

   2 1K K B   . (3.57) 

Далее для определенности будем рассматривать взаимодействие вблизи верх-

ней границы полосы пропускания (знак «+»). На рис. 3.11 показано располо-

жение дисперсионных характеристик ЭМВ и медленной ВПЗ при различных 

значениях параметра B .10  

 

Рис. 3.11. Дисперсионные характеристики электромагнитной волны и 
электронного пучка при различных значениях параметра B (качественно). 

 Для выяснения характера неустойчивости применим критерий, основан-

ный на методе перевала (§ 1.2.1). Разрешив уравнение (3.57) относительно   

и продифференцировав полученное соотношение, находим 

 
 2

1
2

d
K

dK K B


  


  (3.58) 

Следовательно, точка перевала удовлетворяет уравнению  

  2
2 1s sK K B   . (3.59) 

Легко убедиться, что это уравнение имеет комплексно сопряженные корни при 

32B . При уменьшении B  точки sK  на комплексной плоскости движутся, 

                                           
10 Строго говоря, в рамках сделанных приближений характеристики ВПЗ должны представлять собой верти-

кальные прямые K B . Однако для наглядности на рис. 3.11 они несколько наклонены вправо, как если бы 
мы сохранили член 2 3~    в (3.56). 
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как показано на рис. 3.12,а. Имеются две точки перевала, одна из которых ле-

жит в верхней полуплоскости, другая — в нижней. Контур интегрирования 

должен проходить через точку, лежащую в нижней полуплоскости (так как для 

этой точки Im 0  ), по линии наискорейшего спуска, обходя при этом осо-

бую точку K B , как показано на рис. 3.12,б. 

      

Рис. 3.12. а — положение точек перевала в комплексной K–плоскости; б — 

линии уровня функции  Im K  и контур интегрирования при 1B  . О — 

особая точка. Пунктиром показана линия    Im Im sK K    

 Итак, при 3 2B   имеется точка перевала, в которой  Im 0sK  . Сле-

довательно, неустойчивость является абсолютной. При 3 2B   неустойчи-

вость становится конвективной. Обратим внимание, что абсолютная неустой-

чивость возникает при положительных B , когда точка синхронизма ещё ле-

жит на ветви дисперсионной характеристики, отвечающей попутной волне 

(см. рис. 3.11). 

 При взаимодействии в окрестности низкочастотной границы ситуация 

является полностью аналогичной (с точностью до смены знака). Неустойчи-

вость будет абсолютной при 3 2B   . 

 Более сложная ситуация реализуется при конечном пространственном 

заряде, когда двухволновое приближение уже не справедливо. Дисперсионное 

соотношение для этого случая имеет вид (ср. (3.31)) 
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    22 1K K B q       , (3.60) 

где q  — параметр пространственного заряда. Анализ этого дисперсионного 

соотношения при пренебрежимо малом пространственном заряде был дан в 

работе [47], а при конечном q  — в [48]. Отметим, что эквивалентность пове-

дения вблизи высоко- и низкочастотной границ нарушается. В частности, при 

0q   условие абсолютной неустойчивости имеет вид 44 27B   для синхро-

низма вблизи высокочастотной границы и 0B   — для низкочастотной. 

§ 3.9. Разделение усиления и непропускания. Критерий Бриггса 

 В заключение рассмотрим вопрос о том, как различить случаи непропус-

кания и пространственного усиления при конвективной неустойчивости. Как 

было отмечено в § 3.3, и в том, и в другом случае дисперсионное соотношение 

имеет комплексно сопряженные корни  k   при вещественных  . Для систем 

гиперболического типа для отличить усиление от непропускания можно по 

направлению групповых скоростей. Однако в более сложных ситуациях этого 

недостаточно. 

 Рассмотрим случай, когда имеется конвективная неустойчивость. Если 

поместить в точку 0x   источник сигнала с частотой  , то волна, распростра-

няющаяся от источника в положительном направлении, очевидно, будет 

нарастать как   exp Im k x  . Однако необходимо рассмотреть, как происхо-

дит установление колебаний с течением времени. Качественно эту ситуацию 

иллюстрирует рис. 3.13. Видно, что в точке 0x  , расположенной достаточно 

далеко от источника, поле нарастает во времени, но затухает в пространстве! 

Если же рассмотреть случай непропускания, когда волна от источника зату-

хает, распространяясь справа налево, будем наблюдать противоположную кар-

тину. Поле в фиксированной точке 0x   будет нарастать как во времени, так 

и в положительном направлении x . 
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Рис. 3.13. Установление усиливающейся волны при конвективной не-
устойчивости 

 Основываясь на этом наблюдении, можно сформулировать достаточно 

простой критерий разделения усиления и непропускания, предложенный 

Бриггсом (более строгое обоснование можно найти в [5]). Пусть при веще-

ственном   дисперсионное соотношение имеет комплексный корень  k  . 

Если при изменении Im  от   до 0 пространственный инкремент Im k  ме-

няет знак, то имеет место конвективная неустойчивость, а в противном 

случае — непропускание. 

 Проверим этот критерий на примерах, рассмотренных в § 3.3. При взаи-

модействии попутных волн с энергиями разных знаков корень дисперсион-

ного соотношения определяется выражением (3.22) 

    2 22
1 21 2

2 2
1 2 1 2 1 2

4

2 2

v vv v i
k

v v v v v v

  
    . (3.61) 

Из двух комплексно сопряженных корней мы оставили тот, который соответ-

ствует волне, нарастающей в положительном направлении. Без ограничения 

общности будем считать, что 1 2v v .  

 Для простоты возьмем Re 0  , так как пространственный инкремент 

при этом максимален. Тогда из соотношения (3.61) при Im 0   имеем  

 
1 2

Im 0k
v v


   . (3.62) 

Напротив, при Im   имеем 
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 1 2 1 2

1 2 1 2 1

Im
Im Im Im 0

2 2

v v v v
k

v v v v v

  
     . 

Происходит смена знака, следовательно, это конвективная неустойчивость. 

 Теперь рассмотрим взаимодействие встречных волн с энергией одного 

знака. Соответствующий корень дисперсионного соотношения есть  

    2 22
1 22 1

2 2
1 2 1 2 1 2

4

2 2

v vv v i
k

v v v v v v

  
    . (3.63) 

При Im 0   снова получим выражение (3.62), тогда как при Im   будем 

иметь  

 2 1 1 2

1 2 1 2 2

Im
Im Im Im 0

2 2

v v v v
k

v v v v v

  
     . 

Поскольку знак Im k  не меняется, в данном случае имеет место непропуска-

ние. 

Equation Section (Next) 
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ГЛАВА 4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ СО СРЕДОЙ ИЗ 

ДВУХУРОВНЕВЫХ ЧАСТИЦ 

4.1. Двухуровневая среда 

 В квантовой электронике активная среда представляет собой ансамбль 

квантовых частиц, в котором создается инверсная населённость одной или не-

скольких пар энергетических уровней, между которыми разрешён квантовый 

переход. В этом случае процессы вынужденного излучения преобладают над 

процессами поглощения и падающая на среду электромагнитная волна с ча-

стотой, равной частоте квантового перехода, усиливается. Простейшей моде-

лью такой среды является среда из двухуровневых частиц. Прежде всего, от-

метим, что такая среда является сильно нелинейной. Действительно, из кван-

товой механики известно [49], что спектр энергетических уровней гармониче-

ского осциллятора является эквидистантным: частоты переходов между лю-

быми соседними уровнями одинаковы. У нелинейного (ангармонического) ос-

циллятора спектр, как правило, неэквидистантный. В случае, когда частоты 

переходов отличаются столь сильно, что частота падающей на среду электро-

магнитной волны находится в резонансе лишь с одной из частот (рис. 4.1), 

можно ограничиться приближением двухуровневой системы. 

 Пусть частота когерентного электромагнитного излучения близка к ча-

стоте перехода между уровнями 1 и 2:  1 2 1 2E E     , где   — по-

стоянная Планка, деленная на 2 , и пусть  1,2 r  — волновые функции, со-

ответствующие стационарным состояниям с энергиями 1,2E . Они удовлетво-

ряют стационарному уравнению Шрёдингера 

 0
ˆ

i i iH E   , 1, 2i  , (4.1) 

где 0Ĥ  — гамильтониан атома. Зависящую от времени волновую функцию 

можно представить в виде суперпозиции этих состояний как 
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          1 2
1 1 2 2, i t i tt a t e a t e       r r r , (4.2) 

где 1,2a  — заселенности уровней. Они удовлетворяют условию нормировки 

 2 2

1 2 1a a  . 

 

Рис. 4.1. Энергетический спектр ангармонического квантового осцилля-
тора. Частота падающего электромагнитного излучения близка к частоте 

перехода 12 . 

 Волновая функция (4.2) подчиняется нестационарному уравнению Шрё-

дингера 

 Ĥ i
t


 


 , (4.3) 

где 0
ˆ ˆH H  dE  — гамильтониан атома, взаимодействующего с электромаг-

нитным полем, E  — напряженность поля, e d r  — дипольный момент 

атома. Далее будем предполагать векторы E  и d  параллельными. 

 Подставляя волновую функцию (4.2) в уравнение (4.3) с учетом соотно-

шений (4.1), будем иметь 

 1 2 2 21 2
1 2 1 1 2 2

i t i t i t i tda da
i e i e a dE e a dE e

dt dt
                .  

Умножая это уравнение на  1 1exp i t   и интегрируя по всему пространству с 

использованием свойства ортогональности собственных функций стационар-

ного уравнения Шрёдингера  
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1,

0,i j

i j
dV

i j
 

    
  

получим 

 121
1 1 1 2 2 1

i tda
i ea rE dV ea e rE dV

dt
        ,  

где 12 1 2   .  

 Поле E  в этом выражении, вообще говоря, зависит от координат. Од-

нако на столь малых масштабах, как размеры одного атома, этой зависимостью 

можно пренебречь и вынести E  за знак интеграла. Получим 

 121
1 11 2 12

i tda
i a d E a d Ee

dt
   , (4.4) 

где  

 
ij j id e r dV      

— матричные элементы оператора дипольного момента. 

 Считаем, что у атома отсутствует постоянный дипольный момент, т.е. 

11 22 0d d  , и что 12 21d d . Уравнение (4.4) примет вид 

 121 12 2 i tda id a E
e

dt



. (4.5) 

Аналогично можно получить уравнение для 2a  в следующем виде: 

 122 21 1 i tda id a E
e

dt
 


. (4.6) 

 Будем считать, что поле E  меняется во времени гармонически 

 0 к.с.

2

i tE e
E

  
 , 

причем его частота близка к частоте перехода, 12 12   . Величину 

0E  без ограничения общности можно считать вещественной. Тогда уравнение 

(4.5) принимает вид 

   1221 12 2
0 02

i ti tda id a
E e E e

dt
  


.  
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Опуская в этом уравнении быстро меняющееся слагаемое и проделывая ана-

логичные преобразования с уравнением (4.6), получим 

 

1 12 0
2

2 12 0
1  

,
2

.
2

i t

i t

da id E
a e

dt

da id E
a e

dt




 









 (4.7) 

 Введем вместо 1,2a  новые переменные 1,2c  такие, что 2
1 1

i ta c e  , 

2
2 2

i ta c e  , и придем к системе уравнений, в которых отсутствует явная за-

висимость от времени: 

 

1 12 0
1 2

2 12 0
2 1

,
2

.
2 2

2

dc id E
i c c

dt

dc id E
i c c

dt




 


 





 (4.8) 

Если искать решение (4.8) в виде  1,2 expс i t  , придем к характеристиче-

скому уравнению 

 
22 2

2 12 0
22 4

d E    
  

, 

откуда находим собственные частоты 

 
2 2

2

 
 , 

где  

 

2 2
2 12 0

2

d E
 


. 

 Пусть, например, в начальный момент времени  2 0 1с  ,  1 0 0с  , т.е. 

заселен только нижний уровень. Соответствующим решениям уравнений (4.8) 

можно придать вид 

 
 
 

2
2 2 2 2

1 2 2

2 2 2 2 2

2

2 2 2

sin 2 ,

cos 2
,

с t

t
с


  
 

   


 

 (4.9) 
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Таким образом, населенности уровней гармонически осциллируют (так назы-

ваемые осцилляции Раби), величина   называется частотой Раби. Как видно 

из соотношений (4.9), населенность верхнего уровня может достигать замет-

ных величин только если   , т.е. частота падающего излучения доста-

точно близка к резонансной. 

4.2. Уравнения Максвелла–Блоха 

 Преобразуем уравнения, полученные в предыдущем разделе, к виду, бо-

лее удобному для дальнейшего исследования. Подсчитаем поляризацию атома 

 p e r dV    . 

Подставляя сюда выражение для волновой функции (4.2), после несложных 

вычислений находим, что 

     12 12

0 1 2 1 2
i t i tp p c c e c c e       , (4.10) 

где 0 12p d ,  12arg d  . Введем огибающие поляризации 

  
1 2 1 2

1 2 1 2

,

.

i i

i i

c c e c c e

i c c e c c e

    

    

 

 




 (4.11) 

В этих обозначениях выражение для поляризации (4.10) принимает вид 

  0 12 12cos sinp p t t     , (4.12) 

а из уравнений (4.8) можно получить соотношения 

 
0 0

,

,
p E

 

  






 

  
 (4.13) 

где 2 2

1 2c c   — разность населенностей. Также нетрудно найти, что 

 0 0p E
 


  . (4.14) 

Уравнения (4.13), (4.14) носят название уравнений Блоха. 

 Умножим первое из уравнений (4.13) на  , второе на   и сложим, что 

дает  
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 0 0p E
  


   . (4.15) 

Умножим теперь (4.14) на   и сложим полученное уравнение с (4.15). Полу-

чим 

  2 2 2 0
d

dt
       

Интегрируя это уравнение с учетом условия нормировки волновой функции 
2 2

1 2 1с с  , получаем закон сохранения 

 
2 2 2 1     . (4.16) 

 Более строго, в уравнения (4.13), (4.14) следует добавить слагаемые, от-

ветственные за релаксацию, т.е. за спонтанные переходы системы из верхнего 

энергетического состояния в нижнее: 

 

1

0 0
1

0 0 0

2

,

,

,

p E

p E

    

     


  











  

   

 
 

 (4.17) 

где 1,2  — характерные времена релаксации, 0  — равновесное значение раз-

ности населенностей (если считать, что в равновесном состоянии заселен 

только нижний уровень, то 0 1 ). При этом закон сохранения (4.16) уже не 

выполняется. Однако далее будем рассматривать ситуацию, когда оптическое 

излучение представляет собой ультракороткий импульс, характерная длитель-

ность которого много меньше времен 1,2 , так что релаксацией можно прене-

бречь. Это приближение справедливо, если продолжительность импульса по-

рядка 1 нс и менее. С другой стороны, длительность такого импульса всё еще 

значительно больше периода оптической волны, так что волну вполне можно 

считать квазигармонической. 
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 Итак, рассмотрим распространение ультракороткого оптического им-

пульса в двухуровневой среде. Считая задачу одномерной, запишем для элек-

тромагнитного поля волновое уравнение Максвелла 

 2 1
0tt xx ttE c E P   , (4.18) 

где P  — макроскопическая поляризация. Такое описание, когда среда описы-

вается квантово-механическими уравнениями, а поле — уравнениями класси-

ческой электродинамики, называется полуклассическим или квазиклассиче-

ским. 

 Рассмотрим поле E в виде квазигармонической волны с медленно меня-

ющимися амплитудой   и фазой  , т.е. 

    , cos ( , )E x t kx t x t   , (4.19) 

причем k c , а частота равна частоте перехода 12 . 

 Частицы (атомы), из которых состоит среда, вообще говоря, совершают 

случайные тепловые движения. Если атом движется с некоторой скоростью ,v  

то за счет эффекта Доплера резонансная частота приобретает сдвиг на вели-

чину kv  . Будем характеризовать скоростной разброс частиц функцией 

распределения  g  , на которую наложим условие нормировки 

     1g d




   . 

Тогда для макроскопической поляризации можно записать следующее выра-

жение: 

        0, , ,P x t n g p x t d




    , (4.20) 

где 0n  — среднее число атомов в единице объема, а p  — поляризация отдель-

ных атомов. Таким образом, несмотря на то, что частоты перехода всех атомов 
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одинаковы, спектральная линия излучения будет иметь конечную ширину. 

Это явление называется неоднородным уширением.11 

 В системе отсчета, связанной с атомом, выражение для поля (4.19) при-

нимает вид 

          12, cos , , cos ,E x t k x vt t x t x t x t t                 , (4.21) 

где    12, ,x t kx t x t    . Здесь мы пренебрегли сдвигом частоты у мед-

ленно меняющихся величин   и  . Выражение (4.12), которое определяет 

поляризацию атома, перепишется в виде 

           0, , , , cos , , , sin ,p x t p x t x t x t x t        . (4.22) 

Огибающие поляризации подчиняются уравнениям Блоха (4.13), (4.14), кото-

рые с учетом введенных обозначений примут вид 

 

 

  0

0

,

,

.

t t

t t

t

p

p

  

  

 





 

  

 

 (4.23) 

 Подставим выражения (4.19), (4.20) и (4.22) в уравнение Максвелла 

(4.18). Пренебрегая вторыми производными от медленно меняющихся вели-

чин   и  , а также произведениями t t  и т.д., получим 

 

     

       

12 0 0

0

12 0 0

0

, , ,
2

, , .
2

t x

t x

n p
c g x t d

n p
c g x t d












    




     











 



 (4.24) 

При этом мы также пренебрегли производными от медленно меняющихся 

функций ,   в правой части. Систему (4.24) можно также переписать в виде 

одного комплексного уравнения 

                                           
11 В отличие от однородного уширения, которое обусловлено конечным временем жизни возбужденного со-
стояния (релаксационные слагаемые в уравнениях (4.17)). 
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          12 0 0

0

, , , ,
2

i in p
e g x t i x t e

x
dc

t


 




     

    


     .  

 Итак, мы получили полуклассическую систему уравнений Максвелла–

Блоха (4.23), (4.24), которая описывает взаимодействие ультракороткого им-

пульса с двухуровневой средой. Более строгий вывод этих уравнений при по-

мощи метода многих масштабов можно найти в [50]. Отметим, что они инте-

грируются при помощи метода обратной задачи рассеяния и имеют точные ре-

шения в виде солитонов [50-53], которые будут рассмотрены в следующем раз-

деле. 

4.3. Самоиндуцированная прозрачность 

 Явление самоиндуцированной прозрачности (self-induced transparency), 

открытое в 1967 г. C. МакКоллом и Э. Ханом [54,55], заключается в следую-

щем. Рассмотрим ультракороткий оптический импульс, распространяющийся 

в среде из двухуровневых частиц, находящихся в нижнем (невозбужденном) 

энергетическом состоянии. В случае резонанса, когда несущая частота элек-

тромагнитной волны близка к частоте перехода, частицы начинают поглощать 

энергию поля и переходят в верхнее состояние. Передний фронт импульса при 

этом ослабляется. Однако задний фронт распространяется в среде, которая уже 

находится в возбужденном состоянии. Взаимодействие импульса с частицами 

среды вызывает переходы с верхнего уровня на нижний, сопровождающиеся 

излучением (рис. 4.2). Соответствующие участки профиля волны начинают 

усиливаться. В результате импульс принимает равновесную солитоноподоб-

ную форму и распространяется с постоянной скоростью. 

 Заметим, что полученные в предыдущем разделе уравнения Максвелла–

Блоха можно существенно упростить в случае, когда функция распределения 

g  является симметричной, а огибающая поляризации   — антисимметричной 

функцией   [54,55]. При этом интеграл в правой части второго уравнения 
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(4.24) равен нулю и фазу   можно считать постоянной. В итоге уравнения 

(4.23), (4.24) принимают вид 

 0

0

,

,

,

t

t

t

p

p

 

  

 





 

  

 

 (4.25) 

      12 0 0

0

, ,
2t x

n p
c g x t d






    

    . (4.26) 

Это так называемые редуцированные уравнения Максвелла–Блоха. 

 

Рис. 4.2. К объяснению эффекта самоиндуцированной прозрачности 

 Проинтегрировав уравнение (4.26) по времени, получим 

 

     

     12 0 0

0

, , .
2

, , ,
t

t

c
x

n p
g x t

x t x x t dt

dt d





 


 



    


  





 

 





 (4.27) 

Исключим из уравнений (4.25) функцию  , что дает  

  2 0
tt t

p
 


   .  

Решение этого уравнения можно выразить с помощью функции Грина (см., 

например, [1]): 
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          0
, , , sin

, ,
t x t x t t tp

x t dt
t

     
   

 
 

 .  

Интегрируя по частям, получим 

         0, , , , , cos
tp

x t x t x t t t dt


          .  

Здесь учтено, что, поскольку мы рассматриваем распространение короткого 

импульса, можно положить  , 0x   . Подставляя это выражение в (4.27) и 

меняя порядок интегрирования, будем иметь 

 

   

         
2

12 0 0

0 0

, , , cos .
2
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t
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x

n p
g

x t x t d

d x dx t

t

t t d



 

 


 



          




 







  
 

 

  

Здесь введено обозначение t t   . С учетом того, что  

  
0

cos d


     , 

где     — дельта-функция Дирака, получим 

          
2

12 0 0

0

0
, 0, , .

2
, ,

t tn p g
c x t x t dt

x
x t x t dt

 

     


 
 

     

Перейдем в этом соотношении к пределу при t  , что дает 

      
3

12 0 0
2

0

0 , 0, ,
2

d n p
g x t x t

dx с
dt





 
 

 
  , (4.28) 

где 

    0 ,
p

x x t dt




     (4.29) 

— так называемая площадь импульса. 

 Обратим внимание, что в случае точного резонанса ( 0  ) из уравне-

ний (4.25) следует закон сохранения (ср. (4.16)) 

 2 2 1   . (4.30) 
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Тогда можно ввести такую функцию  ,x t , что  

  sin ,x t   ,  cos ,x t   . (4.31) 

Здесь верхний знак соответствует усиливающей (инвертированной), а нижний 

— поглощающей (неинвертированной) среде. Также из третьего уравнения 

(4.25) имеем 

  
0

,t x t
p

 


  (4.32) 

или 

    0, ,
tp

x t x t dt


     . (4.33) 

 C учетом формул (4.31), (4.32) имеем 

    
0 0

, 0, , cos sintx t x t
p p

dt dt
 

 

       
 

  .  

Таким образом, уравнение (4.28) окончательно принимает вид 

 sin
2

d

dx

 
   , (4.34) 

где 

 
 2

12 0 0

0

0n p g

с


 

 
. 

Знак «+» в (4.34) соответствует усиливающей среде, знак «–» — поглощаю-

щей. Поскольку в линейном пределе (4.34) переходит в  2d dx     , 

видно, что   представляет собой коэффициент поглощения (или усиления) 

импульса малой площади. 

 Пусть импульс имеет некоторую начальную площадь  0 0x x    . То-

гда уравнение (4.34) легко интегрируется: 

  0
0tg tg exp

2 2 2
x x

              
     

. (4.35) 
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Отсюда видно, что в поглощающей среде площадь импульса всегда стремится 

к 2 n , а в усиливающей — к 2 n   , где 0,1, 2,n   . МакКолл и Хан назвали 

этот результат теоремой площадей [54,55]. 

 

Рис. 4.3. Зависимость площади импульса от координаты в поглощающей 
среде. 

 Схематически решение уравнения (4.35) для случая поглощающей 

среды показано на рис. 4.3. Как видно из этого рисунка, если 0   , площадь 

импульса стремится к нулю. Однако, если начальная площадь импульса не-

сколько больше  , в процессе распространения она нарастает, стремясь к 2 . 

Можно показать (см., например, [50-55]), что импульс при этом превращается 

в солитон. 

 Решение в виде солитона проще всего найти, если рассмотреть редуци-

рованные уравнения Максвелла–Блоха (4.25), (4.26), пренебрегая неоднород-

ным уширением, для чего выберем функцию распределения в виде  -функции 

Дирака,    g     . При этом уравнения упрощаются: 
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t

t

t xc



 
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




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 (4.36) 
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где введены обозначения 0p   ,    2 2
12 0 0 02n p     . В этом случае 

можно, воспользовавшись соотношениями (4.30)-(4.32), привести систему 

(4.36) к виду 

 2 sinc
t t x

           
. (4.37) 

Мы получили так называемое уравнение Sin-Гордона — одно из наиболее из-

вестных уравнений теории нелинейных волн [3,8,32,50,51]. Его солитонные 

решения хорошо изучены.  

 Выберем в уравнении (4.37) знак «–», что соответствует неинвертиро-

ванной среде, и будем искать решения в виде стационарных волн, зависящих 

от бегущей координаты    ,x t   , где t x V   . Тогда уравнение (4.37) 

принимает вид  

 
2

sin
1с V


  


, (4.38) 

совпадающий с уравнением математического маятника [1,3,4,18]. Отсюда 

находим решение в виде солитона, которое соответствует движению маятника 

по сепаратрисе: 

  4arctan exp p
      , (4.39) 

где p  — характерная длительность импульса. 

 Соответственно, для амплитуды поля получаем 

  max sech p     , (4.40) 

причем амплитуда солитона max
  обратно пропорциональна его длительности, 

max 2 p  , а скорость распространения определяется выражением 

 2 21 p

c

V
   . (4.41) 

Таким образом, скорость солитона увеличивается с ростом его амплитуды, но 

всегда остается досветовой. Отметим, что уравнение (4.38) можно переписать 

в виде 
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 2 sinp


    . (4.42) 

 Нетрудно обобщить полученное решение, учитывая неоднородное уши-

рение. Для этого в уравнениях (4.25) будем искать  , ,x t  в виде 

      , , ,x t x t f    , 

где f  — четная функция  , которая введена таким образом, что  0 1f  . 

Поскольку мы ищем решение в виде солитона, можно переписать это выраже-

ние как  sinf    . Тогда третье уравнение системы (4.25) принимает 

вид   sin .t f      Проинтегрировав его, получим 

   1 cos 1f     . 

Теперь от системы (4.25) остаются уравнения 
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sin ,
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f

f





   

    




  

Исключая из этих соотношений  , найдем что 

 
 
 

2
2

1 sin
p

f

f 

  
  

  
,  

следовательно,    2 21 1 pf      . 

 Подставив полученные результаты в уравнение (4.26), окончательно по-

лучаем 

 
   2 2

2 2
1

1p
p

g dc

V





 
  

   . (4.43) 

Таким образом, неоднородное уширение сказывается только на скорости со-

литона, но его форма не меняется. Если импульс настолько короткий, что ши-

рина его спектра намного превышает характерную ширину функции распре-

деления  g  , можно считать, что 2 2 1p    и формула (4.43) переходит в 

(4.41). 
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   a       б 

     

   в       г 

Рис. 4.4. Распространение импульсов с различной начальной площадью, 
иллюстрирующее затухание импульса (а) и образование одного (б), двух 
(в) и трех (г) солитонов. 

 

 Рис. 4.4 иллюстрирует различные режимы распространения импульса 

вида    2
max0, sin px t t     , 0 pt   . Если начальная площадь импульса 

0   , он расплывается и затухает (рис. 4.4,а). Если длительность импульса 

увеличивается так, что его площадь начинает превышать  , происходит обра-

зование солитона (рис. 4.4,б). Соответственно, если начальная площадь лежит 

в пределах 03 5    , образуется два солитона и т.д. (рис. 4.4,в,г). 
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Рис. 4.5. Распространение 0- импульса. 

 Заметим, что если 0 , это еще не означает, что импульс полностью 

затухает. Существуют решения в виде знакопеременных импульсов, называе-

мые 0-импульсами или бризерами. Бризер представляет собой связанное со-

стояние из двух солитонов противоположной полярности, которые осцилли-

руют друг относительно друга [3,50,51]. Распространение такого импульса ил-

люстрирует рис 4.5. 

4.4. Распространение импульса в усилителе. Автомодельные решения 

 Рассматривая распространение импульса в активной (инвертированной) 

среде, ограничимся случаем, когда неоднородное уширение не учитывается и 

можно воспользоваться уравнениями (4.36). С помощью подстановки (4.31), 

(4.32) (при этом в (4.31) следует выбирать знак «+»), получим уравнение Sin-

Гордона 

 2 sinc
t t x

          
. (4.44) 

 Поведение импульса в усилителе можно качественно проанализировать, 

опираясь на теорему площадей (4.34). Для этой цели воспользуемся диаграм-

мой, представленной на рис. 4.3, которую теперь следует читать справа 

налево. Как следует из этого рисунка, импульс с малой начальной площадью 

будет усиливаться, а его площадь будет стремиться к  . В то же время, соли-
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тоны (2 n -импульсы), которые обсуждались в предыдущем разделе, оказыва-

ются неустойчивыми (отметим, что их скорости в усилителе превышают ско-

рость света). 

 Более глубокого понимания можно добиться, если заметить, что уравне-

ние (4.44) имеет еще один важный класс точных решений, называемых авто-

модельными. Этот термин означает, что решение зависит от координаты и вре-

мени в определенной комбинации  ,x t  [3,56-58]. Подобные решения ши-

роко изучаются в математической физике, поскольку асимптотическое пове-

дение решения на больших временах очень часто носит автомодельный харак-

тер.  

 Для уравнения (4.44) автомодельную переменную можно ввести следу-

ющим образом: 

 
2x x

t
c c

     
 

. (4.45) 

При этом из (4.44) следует обыкновенное дифференциальное уравнение 

 sin 0      , (4.46) 

где штрихи означают дифференцирование по . Любопытно, что заменой 

 expy i   оно приводится к виду 

 
 2

2 1
0

2

y y y
y

y

      


. 

Это частный случай так называемого третьего уравнения Пенлеве [58], а его 

решение известно как третья трансцендентная функция Пенлеве. 

 Тем не менее, более удобно проанализировать решение уравнения (4.46) 

численно. Чтобы избежать сингулярности в точке 0  , необходимо выбрать 

граничное условие так, чтобы    0 sin 0   . Пример автомодельного реше-

ния приведен на рис. 4.6. 
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а 

 

б 

Рис. 4.6. Автомодельное решение (а) и его производная (б). 

 Для амплитуды электромагнитного поля, пользуясь соотношением 

(4.32), находим 

 
2

t

x

t c

       


 . (4.47) 

Отсюда следует, что пиковая амплитуда электромагнитного импульса ли-

нейно растет с координатой. В то же время, как видно из определения автомо-

дельной переменной (4.45), протяженность импульса линейно сокращается. 

На рис. 4.7 показаны зависимости  x  в различные последовательные мо-

менты времени, полученные в результате численного решения уравнений 

(4.36). Импульс демонстрирует поведение, хорошо согласующееся с автомо-

дельным решением. Также наглядно иллюстрирует распространение импульса 

пространственно-временная диаграмма, представлена на рис. 4.8. 
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Рис. 4.7. Автомодельное усиление импульса, сопровождающееся его ком-
прессией. 

 

Рис. 4.8. Пространственно-временная диаграмма, иллюстрирующая рас-
пространение -импульса. 

 

 Анализ усиления импульса на основе метода обратной задачи рассеяния 

[52] также подтверждает, что на больших временах асимптотическая форма 

возмущения носит автомодельный характер. Эффекты неоднородного ушире-

ния при этом становятся несущественными. 

Equation Section (Next) 

 

 



Неустойчивость в полупроводнике с ОДП 

100 

ГЛАВА 5. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ В ПОЛУПРОВОДНИКЕ С 

ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ПРОВОДИМОСТЬЮ 

§ 5.1. Понятие о междолинном переносе электронов. Эффект Ганна  

 Как известно [4,18], радиотехнический элемент с отрицательной диффе-

ренциальной проводимостью (ОДП) является активным, и его включение в 

цепь может приводить к усилению и генерации колебаний. ОДП в полупро-

водниках может быть обусловлена различными механизмами [59]. Рассмот-

рим ОДП, вызванную междолинным переносом электронов.  

 Движение электрона в поле кристаллической решетки подчиняется 

квантово-механическим закономерностям. Электрон можно представить как 

волновой пакет (волну де Бройля), частота и волновой вектор которого опре-

деляют энергию и импульс частицы:   , p k . Запишем уравнение Шрё-

дингера для свободной частицы 

 
2 2

22
i

t m x

  
 

 
   (5.1) 

Очевидно, что закон дисперсии волн де Бройля является параболическим 

 
2 2 2

2 2

k p

m m
  

  . 

Для электрона, движущегося в поле кристаллической решетки, уравнение (5.1) 

принимает вид 

  
2 2

22
i V x

t m x

  
   

 
 .  (5.2) 

Если потенциал  V x  — периодическая функция, закон дисперсии приобре-

тает вид, показанный на рис. 5.1. Энергетический спектр состоит из разрешен-

ных и запрещенных зон. Участки  22 2 2 2 2 1n k a n     , в пределах которых 

дисперсионная характеристика непрерывна, называются зонами Бриллюэна.  
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Рис. 5.1. Дисперсионная характеристика электрона в поле периодической 
кристаллической решетки (a — период решетки). Штриховой линией по-
казан закон дисперсии для свободной частицы 

 Вблизи минимума зависимость  k  можно аппроксимировать парабо-

лой  

  
2

2

min min2

1

2
k k

k


  




  . (5.3) 

По аналогии со случаем свободного движения вводят эффективную массу  

 
2

2 2
m

k
 

 



, 

так что уравнение (5.3) принимает вид  

  
2

2

min min2
k k

m  


  . (5.4) 

 Если к полупроводнику n- или p-типа приложить внешнее электрическое 

поле, возникает электрический ток. Такой ток называется дрейфовым. В полу-

проводнике n-типа он создается движением электронов проводимости, в полу-

проводнике p-типа — движением электронов в валентной зоне. В последнем 

случае удобно представить его в виде противоположно направленного движе-

ния положительных зарядов (дырок).  

 Для полупроводника n-типа можно записать выражение для тока прово-

димости 

 n ej env , 
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где n  — концентрация электронов, ev  — их скорость. Также можно ввести 

коэффициент проводимости 

 n e
n

j v
en

E E
   , 

где E  — напряженность электрического поля. Величину 

 e
n

v

E
    

называют подвижностью электронов. Таким образом, 

 n nen   , n nj en E  . (5.5) 

Аналогичные выражения можно записать и для дырочной проводимости: 

 p pep   , p pj ep E  . (5.6) 

Здесь p  — концентрация дырок. 

 

Рис. 5.2. Качественная структура энергетических зон в полупроводнике 
AIIIBV 

 В реальных полупроводниках энергетические зоны имеют более слож-

ную структуру. В частности, в полупроводниках типа AIIIBV (соединения эле-

ментов III и V группы, например, GaAs, InSb, InP) зависимость  k  в зоне 

проводимости имеет несколько минимумов, называемых долинами (рис. 5.2), 

которые характеризуются различной эффективной массой ( 1m  2m ) и по-

движностью ( 1 2n n  ). Например, в GaAs 0.36   эВ, 1 0.067 em m  , 
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2 1.2 em m  , 1 2400n   см2/Вꞏс, 2 100n   см2/Вꞏс, ширина запрещенной зоны 

1.43g   эВ.  

 Таким образом, зависимость плотности тока от приложенного поля 

можно записать в следующем виде: 

  1 1 2 2j e n n E    . (5.7) 

Здесь 1,2n  — концентрация электронов в соответствующей долине; полная 

концентрация 1 2n n n  .  

 

Рис. 5.3. Вольтамперная характеристика с падающим участком, образую-
щимся за счет междолинного переноса электронов 

 Когда приложенное электрическое поле мало, практически все элек-

троны проводимости сосредоточены в нижней долине. Электрический ток ли-

нейно растет с ростом поля. Однако при увеличении энергии электроны начи-

нают переходить в верхнюю долину, в которой их подвижность резко падает. 

В результате на вольтамперной характеристике (ВАХ) образуется падающий 

участок (рис. 5.3), на котором дифференциальная проводимость отрицательна. 

Этот эффект предсказали Б. Ридли и Т. Уоткинс (1961) и независимо от них — 

С. Хилсум (1962). 

 Генерацию колебаний СВЧ диапазона в образце GaAs впервые наблю-

дал Дж. Ганн (1963). Подавая на образец прямоугольные импульсы напряже-

ния, Ганн обнаружил на вершине импульса тока, протекающего через образец, 

СВЧ колебания с частотой f  порядка нескольких ГГц. Ганн установил, что 
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f v l , где l  — длина образца, 710v   см/с, что порядка скорости дрейфового 

движения электронов. Ганн произвел измерения распределения поля внутри 

образца и обнаружил области повышенного электрического поля, названные 

им доменами. Домены распространяются по образцу с постоянной скоростью. 

 

Рис. 5.4. Простейшая схема генератора на диоде Ганна 

 Физическую картину образования доменов качественно можно предста-

вить следующим образом [60]. Пусть в какой-то точке (вблизи катода) поле 

cE E , где cE  — напряженность поля, при котором начинается переход в 

верхнюю долину, где скорость электронов значительно меньше. Электроны 

внутри домена движутся со скоростью 2dom domv E  , а вне домена — со скоро-

стью 1dr внv E   ( domE  — поле внутри домена, внE  — поле вне домена). Впереди 

домена образуется область положительного заряда (так как электроны убегают 

от него), позади — область отрицательного заряда. В результате поле domE  воз-

растает до тех пор, пока domv  не сравняется с drv . После этого домен начинает 

двигаться вдоль образца, сохраняя свою форму.  

 Эффект Ганна широко используется для усиления и генерации СВЧ ко-

лебаний. Диоды Ганна изготавливают из GaAs, реже — InP, GaN. Простейшая 

схема диода Ганна приведена на рис. 5.4. Активная область представляет со-

бой полупроводник n-типа ( 15 1610 10n   см–3). Низкоомные контакты, кото-

рые служат переходными прослойками к металлическим электродам, созда-

ются при помощи слоев высоколегированного полупроводника 1810n 

1019 см–3). Генераторы на диодах Ганна работают в диапазоне 1 100  ГГц и 
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имеют выходную мощность до 10 Вт с КПД до 10% в непрерывном режиме и 

до нескольких кВт с КПД порядка 30% — в импульсном. 

§ 5.2. Линейная теория неустойчивости Ганна 

 Теоретическое описание динамики носителей заряда в полупроводниках 

и металлах возможно на языке физики плазмы. Сформировался такой термин, 

как плазма твердого тела (см., например, [59]). Считая задачу одномерной, 

запишем для электронов уравнение Пуассона 

  0

E
e n n

x


  


, (5.8) 

где 0n  — концентрация ионов примеси, и уравнение непрерывности 

 0
n j

e
t x

 
 

 
. (5.9) 

Плотность тока проводимости j представим в виде суммы двух составляющих 

— дрейфовой и диффузионной: 

 dr difj j j  .  

Выражение для плотности дрейфового 

тока, очевидно, имеет вид  drj env E . 

Типичный вид зависимости  v E  приве-

ден на рис. 5.5. Плотность диффузион-

ного тока определяется выражением 

difj eD n x    , где D — коэффициент 

диффузии. С учетом этих соотношений 

уравнение непрерывности (5.9) прини-

мает вид 

 
   2

2

nv En n
D

t x x

 
 

  
. (5.10) 

 Получим для системы (5.8), (5.10) дисперсионное соотношение. Ищем 

решение в виде 

 

Рис. 5.5. Зависимость дрейфовой ско-
рости от приложенного поля и нагру-
зочная прямая 
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E E E x t

n n n x t

 

 




  

При этом для дрейфовой скорости  v E  имеем 

      0
0 0 d

dv E
v E v E E v E

dE
      , 

где  0d dv E dE   — дифференциальная подвижность. Подставим эти вы-

ражения в уравнения (5.8), (5.10) и линеаризуем  

 
E

en
x


 



 , (5.11) 

 
2

0 0 2d

n n E n
v n D

t x x x

   
    
   

  
. (5.12) 

 Отыскивая решение уравнений (5.11), (5.12) в виде 

  , i kx tE n e    , 

получаем 

 i kE en   , (5.13) 

  0 0 di n ik v n n E ikDn       . (5.14) 

Отсюда следует дисперсионное соотношение 

 2 0
0

dien
kv ik D


   


.  (5.15) 

 Как видно из уравнения (5.15), при 0d   инкремент неустойчивости  

   20Im den
k k D


   


 

положителен в диапазоне волновых чисел 

 2 2 0
0

den
k k

D


  


,  (5.16) 

следовательно, имеет место неустойчивость. 

 Очевидно, что параметры системы следует выбирать таким образом, 

чтобы 0d  . Запишем для схемы, представленной на рис. 5.4, закон Ома 
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 0

0

l

U JSR Edx   , (5.17) 

где J — плотность полного тока, т.е. суммы тока проводимости и тока смеще-

ния: 

 
E

J j
t


  


,  (5.18) 

S — площадь поперечного сечения кристалла, R — сопротивление нагрузки. 

 В статическом режиме  

 0 0 0 0U en v SR E l  , 

откуда 

   0 0
0 0

0

U E l
v v E

en SR


  . 

Эта зависимость, представленная на рис. 5.5 прямой линией, носит название 

нагрузочной прямой. Напряжение питания и сопротивление нагрузки надо вы-

бирать таким образом, чтобы нагрузочная прямая пересекала зависимость 

 v E  на участке с отрицательной крутизной. 

 Выясним, при каких условиях неустойчивость является абсолютной. 

Дисперсионное соотношение (5.15) имеет ту же структуру, что и соотношение 

(1.3), поэтому применим критерий характера неустойчивости, полученный в 

§ 1.2.1. Дифференцируя (5.15), находим точку перевала 

 0 2 0
s

s
k

d
v ik D

dk


   , 

откуда  0 2sk iv D  . Далее находим  s sk   : 

 
2
0 0

4
d

s

iv ien

D


   


  (5.19) 

Таким образом, неустойчивость будет абсолютной, если 

 2 0
0

4 den D
v


 


.  (5.20) 
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 Поучительно также проанализировать корни дисперсионного уравнения 

 k  . Уравнение (5.15) является квадратным относительно k, так что его 

корни нетрудно найти: 

 
 2

0 0 0
1,2

4

2
dv v iD ien

k
iD

    
 .  (5.21) 

Здесь частоту   мы считаем вещественной. Если выполняется условие 

2
0 04 den D v   , то 

    2
0 0 0 0

0

2
4 d d

iD
v iD ien v ien

v
            

и выражения для корней (5.21) можно приближенно записать в виде 

 0
1

0

v
k i

v D


   , 

 0
2

0 0

dien
k

v v

 
 


. 

 Корень 1k  отвечает встречной волне, которая является быстро затухаю-

щей. Корень 2k  отвечает попутной волне. При 0d  , 2Im 0k   эта волна 

нарастает, распространяясь слева направо. Пренебрегая встречной волной, 

можно оценить коэффициент усиления в режиме бегущей волны 

 0

0

exp den l
G

v

 
  

 . 

Для кристалла GaAs с параметрами 15
0 10n l   м–2, 0.2d   м2/(Вꞏс), 

5
0 10v   м/с, 012.5    находим, что коэффициент усиления dB 20lgG G  со-

ставляет порядка 25 дБ. 

 Условие абсолютной неустойчивости (5.20) было получено для безгра-

ничной системы. Если мы хотим получить условие самовозбуждения автоко-

лебаний генератора на диоде Ганна, следует уточнить его для системы конеч-

ной длины l . Для этого следует дополнить уравнения граничными условиями. 

Возможна различная постановка граничных условий (см., например, [59,60]). 

Обычно используют соотношения 
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    0 0n n l   , (5.22) 

что соответствует омическому контакту, или же 

    0 0E E l   , (5.23) 

что соответствует антизапорному контакту. Рассмотрим для определенности 

граничное условие (5.22). Запишем  ,n x t  в виде 

  1 2
1 2

ik x ik x i tn n e n e e   . (5.24) 

Из условия  0 0n   следует, что 2 1n n  , так что (5.24) принимает вид 

  1 2
1

ik x ik x i tn n e e e   . (5.25) 

Тогда из условия   0n l   получаем, что 

  1 2 2k k l m   , 1, 2,m     . 

 С учетом выражений (5.21) это условие дает 

 
 2

0 04 2dv iD ien m

iD l

    
 .   

Если выразить из этого соотношения  , получим уравнение 

 
2 2 2
0 0

24
div ien i m D

D l

 
   


, (5.26) 

которое представляет собой модификацию выражения (5.19) для седловой 

точки с учетом конечной длины системы. Следовательно, условие самовоз-

буждения автоколебаний будет иметь вид 

 
2 2 2

0 0
24

den v m D

D l

 
  


  (5.27) 

В первую очередь будет возбуждаться низшая мода с 1m  .  

§ 5.3. Нелинейные стационарные волны 

 С точки зрения теории нелинейных волн домен Ганна представляет со-

бой нелинейную уединенную волну — автосолитон. В отличие от солитонов 

в консервативных средах, которые возникают за счет конкуренции эффектов 

нелинейности и дисперсии [3,4], автосолитон возникает за счет конкуренции 
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эффектов неустойчивости и диссипации. Можно выяснить ряд важных 

свойств домена, используя методы теории нелинейных волн (см., например, 

[61]). 

 Запишем еще раз уравнения, которыми описывается полупроводник и 

отрицательной дифференциальной проводимостью 

 

 

  
0

2

2

,

.

E
e n n

x

nv En n
D

t x x


  

 

 
  

  

Будем искать решение этих уравнений в виде стационарных бегущих волн, за-

висящих от бегущей координаты x U t    [3]. Здесь constU   — скорость, 

с которой распространяется стационарная волна. Получим систему обыкно-

венных дифференциальных уравнений 

  0

dE
e n n

d
  


, (5.28) 

   0
dn d dn

U nv E D
d d d

 
       

. (5.29) 

Уравнение (5.29) можно проинтегрировать. Для этого необходимо наложить 

граничные условия. Потребуем чтобы при      полупроводник нахо-

дился в невозмущенном состоянии, т.е. 0n n , 0E E . Получим уравнение 

   0 0 0

dn
Un nv E D Un n v

d
     


,  

которое можно привести к виду 

     0 0

dn
D n v E U v U n

d
   


. (5.30) 

Таким образом, мы получили динамическую систему второго порядка (5.28), 

(5.30), которую можно проанализировать на фазовой плоскости  ,E n .  

 Для начала определим особые точки: 

 
 

0

0

,

.

n n

v E v




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Сколько будет особых точек, определяется видом зависимости  v E . Воз-

можны две ситуации. В случае зависимости с насыщением, т.е. когда 

  sv E v  при E    (см. рис. 5.6,а) имеются две особые точки, в случае за-

висимости без насыщения (рис. 5.6,б) — три. 

      

а       б 

Рис. 5.6. Зависимость  v E  с насыщением (а) и без насыщения (б) 

 Рассмотрим для начала первый случай. Определим тип особых точек, 

для чего зададим малые возмущения 

 
 
 

0

0,1

,

,

n n n

E E E

  

  


   

подставим в уравнения (5.28), (5.30) и линеаризуем их. Получим 

 
dE

en
d

 



 , (5.31) 

  0 0

dn dv
D v U n n E

d dE
  


  . (5.32) 

Производная dv dE  в (5.32), очевидно, вычисляется в точках 0,1E E . Продиф-

ференцируем уравнение (5.32) и подставим dE d  из (5.31). Получим 

  
2

0
02

0
d n dn en dv

D v U n
d d dE

   
  
   . (5.33) 
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Отсюда сразу видно, что точка 1E , для которой 0dv dE  , является седлом (см. 

[1]). Точка 0E , для которой 0dv dE  , может быть как устойчивой (при 0U v

), так и неустойчивой ( 0U v ). Однако для того, чтобы существовало решение 

в виде уединенной волны, необходимо, чтобы на фазовой плоскости имелась 

гомоклиническая траектория (петля сепаратрисы). Это возможно только при 

0U v . Таким образом, в отличие от солитонов в консервативных средах, ав-

тосолитон движется с совершенно определенной скоростью. При 0U v  точка 

 0 0,E n  на фазовой плоскости является центром, а фазовый портрет имеет вид, 

представленный на рис. 5.7. 

 

Рис. 5.7. Фазовый портрет системы (5.34) при зависимости  v E  с насы-

щением 

 Теперь вернемся к нелинейным уравнениям (5.28), (5.30), которые при 

условии 0U v  упрощаются: 

 

 

  

0

0

,

.

dE
e n n

d

dn
D v E v n

d

  


 


. (5.34) 

Разделив одно из этих уравнений на другое, найдем уравнение фазовых траек-

торий 

 
  0

0

v E v neD dn

dE n n




 
.  
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Переменные в этом уравнении разделяются: 

   0
0

eD n n
dn v E v dE

n

      
. (5.35) 

 Как уже отмечалось, домен соответствует движению по сепаратрисе си-

стемы (5.34). Как видно из фазового портрета (рис. 5.7), при этом поле вначале 

нарастает от минимального значения 1E  до максимального maxE , а затем воз-

вращается к минимальному значению. Интегрируя уравнение (5.35) с учетом 

граничного условия 0n n  при 1E E , получаем 

   
1

0 0 0
0

ln
E

E

n
eD n n n v E v dE

n

  
         

 . (5.36) 

 Поскольку  max 0n E n  (см. рис. 5.7), из уравнения (5.36) следует, что 

   
max

1

0 0
E

E

v E v dE  . (5.37) 

Это соотношение представляет собой правило равных площадей [39,60]. Из 

него легко определить графически максимальную величину электрического 

поля домена. Заштрихованные площади на рис. 5.8 должны быть одинаковы. 

Видно, что maxE  растет по мере того, как 0v  приближается к скорости насыще-

ния sv  (зависимость  max 0E v  показана на рис. 5.8 штриховой линией). 

 

Рис. 5.8. К определению максимального электрического поля домена 
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 На рис. 5.9 приведены типичные зависимости поля и концентрации элек-

тронов от координаты. С ростом 0E  амплитуда поля возрастает, а форма до-

мена становится всё более асимметричной. Зависимость  n   представляет со-

бой так называемую дипольную волну. Концентрация превышает равновес-

ную там, где 0dE d  , т.е. при max   , и наоборот,   0n n   при max   . 

    

а       б 

Рис. 5.9. Зависимости поля и концентрации от координаты при различных 

значениях 0E  

 Теперь рассмотрим случай, когда зависимость  v E  не имеет насыщения 

(рис. 5.6,б). На фазовой плоскости имеются три особые точки: два седла и 

центр. Типичный фазовый портрет приведен на рис. 5.10. 

 

Рис. 5.10. Фазовый портрет системы (5.34) при зависимости  v E  без 

насыщения ( 0 minv v ) 
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 Обсудим, как в этом случае работает правило равных площадей. На 

рис. 5.11 приведены примеры графического определения максимального элек-

трического поля домена. Видно, что при уменьшении 0v  значение maxE  воз-

растает, однако, в отличие от зависимости с насыщением (рис. 5.8), когда 0v  

становится меньше некоторого минимального значения minv , выполнение пра-

вила равных площадей уже невозможно.  

 

Рис. 5.11. Определение максимального электрического поля домена при 

зависимости  v E  без насыщения 

 При 0 minv v  по-прежнему на фазовой плоскости (рис. 5.10) существует 

гомоклиническая траектория, аналогичная случаю с насыщением (рис. 5.7). 

При 0 minv v  происходит перезамыкание сепаратрис. Появляются гетероклини-

ческие траектории, идущие из седла в седло.  

 Наконец, при 0 minv v  фазовый портрет приобретает вид, представлен-

ный на рис. 5.12. В этом случае существуют решения в виде «темного» соли-

тона, напоминающие перевернутый домен (рис. 5.13,а). Правило равных пло-

щадей в этом случае формулируется как 

   
2

min

0 0
E

E

v E v dE  , (5.38) 

что иллюстрирует рис. 5.13,б. 
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Рис. 5.12. Фазовый портрет системы (5.34) при зависимости  v E  без 

насыщения ( 0 minv v ) 

    

а       б 

Рис. 5.13. Зависимость поля от координаты, соответствующая «темному» 
автосолитону (а) и иллюстрация правила равных площадей (б). 

Equation Section (Next) 
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ГЛАВА 6. НЕУСТОЙЧИВОСТИ В ХИМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

 ТИПА «РЕАКЦИЯ — ДИФФУЗИЯ» 

§ 6.1. Брюсселятор — простая модель колебательной 

 химической реакции 

 Хорошо известны колебательные химические реакции, которые служат 

важным и нетривиальным примером автоколебательных процессов [62]. Хи-

мические колебания — это колебания концентраций реагирующих веществ. К 

настоящему времени известно достаточно много колебательных реакций. 

Наиболее знаменитая них была открыта Б.П. Белоусовым в 1950 г. и позднее 

детально изучена А.М. Жаботинским. Реакция Белоусова — Жаботинского 

(БЖ) представляет собой процесс окисления малоновой кислоты при взаимо-

действии с 3BrO в присутствии ионов +
4Ce  в качестве катализатора. В ходе ре-

акции раствор периодически изменяет свой цвет: голубой — красный — голу-

бой — красный и т.д. Кроме простых периодических колебаний реакция БЖ 

демонстрирует (в зависимости от условий эксперимента) множество различ-

ных типов пространственно-временной динамики, которые окончательно еще 

не исследованы. Предложены различные математические модели реакции БЖ 

(например, модель Филда, Кереса и Нойеса — «орегонатор» [62]), однако ни 

одна из них не описывает полностью все детали, наблюдаемые в экспери-

менте. 

 Рассмотрим более простой модельный пример химической реакции, 

предложенный И. Пригожиным и Р. Лефевром в 1968 г. и получивший назва-

ние брюсселятор [63]. Уравнения этой реакции имеют вид 
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 (6.1) 
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Предполагается, что реагенты A и B имеются в избытке, так что их концентра-

ции можно считать постоянными, а D и E ни в какие реакции не вступают. 

 Составим кинетические уравнения, соответствующие реакции (6.1), ко-

торые описывают динамику концентраций реагирующих веществ. Поскольку 

число актов химической реакции в единицу времени определяется вероятно-

стью столкновения молекул реагентов, скорости изменения концентраций 

продуктов реакции пропорциональны произведению концентраций соответ-

ствующих реагентов с коэффициентами пропорциональности nk , называе-

мыми константами скоростей реакций. Тогда кинетические уравнения 

можно записать в виде 

 

2
1 2 3 4

2
2 3

,

.

dX
k A k BX k X Y k X

dt
dY

k BX k X Y
dt

   

 
 (6.2) 

Символами , ,X Y   будем теперь обозначать соответствующие концентрации. 

Отметим, что из третьего уравнения системы (6.1) следует, что скорость обра-

зования вещества X зависит от его концентрации, т.е. эта стадия реакции носит 

автокаталитический характер. Принято считать брюсселятор Пригожина–

Лефевра чисто гипотетической моделью, однако можно привести примеры не-

которых реальных химических реакций, которые описываются по сути анало-

гичными уравнениями [64]. 

Приведем уравнения (6.2) к безразмерному виду, содержащему мини-

мальное число управляющих параметров. Для этого перейдём к новым пере-

менным 4k t  ,  1/2

3 4u k k X ,  1/2

3 4v k k Y . Тогда уравнения (6.2) примут 

вид  

 
  2
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1 ,

,

du
a b u u v

dt
dv

bu u v
dt

   

 
 (6.3) 
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где  1/22 3
1 3 4a k k k A ,  2 4b k k B . Отметим, что по смыслу задачи перемен-

ные ,u v  и параметры ,a b  могут принимать только положительные значения. 

 Итак, мы имеем динамическую систему второго порядка с двумя управ-

ляющими параметрами a  и b . Состояние равновесия 

 0u a , 0v b a  (6.4) 

отвечает стационарному протеканию химической реакции, когда концентра-

ции реагирующих веществ постоянны. Определим условия его неустойчиво-

сти, т.е. условия самовозбуждения автоколебаний. Зададим малые возмуще-

ния состояния равновесия (6.4) 

  u a t   ,  v b a t     

и линеаризуем систему (6.3). Получим 

 
  2

2

1 ,

.

d
b a

dt
d

b a
dt


    


    

 (6.5) 

Полагая в (6.5)  , exp pt   , находим характеристическое уравнение 

   2 21p b p a a b     .  

которое нетрудно привести к виду  

  2 2 21 0p p a b a     . (6.6) 

 Применяя известные результаты анализа устойчивости для системы вто-

рого порядка [1,4], получаем что при  

 21Hb b a   . (6.7) 

состояние равновесия на фазовой плоскости из устойчивого фокуса превраща-

ется в неустойчивый. 

 Продвинуться дальше и выяснить, как ведет себя система в нелинейном 

режиме, можно, решая уравнения (6.3) численно. Решение показывает, что при 

Hb b  происходит бифуркация Андронова–Хопфа. Состояние равновесия те-
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ряет устойчивость и на фазовой плоскости появляется предельный цикл, при-

чем частота колебаний, как видно из (6.6), равна a . Примеры фазовых портре-

тов приведены на рис. 6.1. При b , слегка превышающих критическое значе-

ние, колебания являются квазигармоническими; с ростом b  они становятся ре-

лаксационными. Таким образом, химический осциллятор демонстрирует по-

ведение, типичное для автоколебательных систем и вполне аналогичное, 

например, осциллятору Ван дер Поля [18]. 

 

 

Рис. 6.1. Примеры фазовых портретов брюсселятора при 1.0a  , 2.1b   
(а); 3.0b   (б); 5.0b   (в) 

§ 6.2. Распределенный брюсселятор. Неустойчивость Тьюринга 

 Брюсселятор является точечной моделью, которая описывается обыкно-

венными дифференциальными уравнениями (6.3). Однако в действительности 

химическая реакция протекает в пространственно-распределенном реакторе. 

Уравнения (6.3) соответствуют пространственно-однородному случаю, что 
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справедливо, например, в случае полного перемешивания. В отсутствие пере-

мешивания следует учесть члены, отвечающие за диффузию. Рассмотрим для 

простоты одномерный случай. Уравнения (6.3) принимают вид  
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 (6.8) 

где uD , vD  — коэффициенты диффузии. Системы типа «реакция — диффу-

зия» занимают важное место в нелинейной динамике, так как демонстрируют 

разнообразные нелинейные феномены, такие как пространственно-временной 

хаос (турбулентность) и образование диссипативных структур [4,65]. 

 Естественно поставить вопрос: как будет сказываться диффузия? В част-

ности, может ли она привести к неустойчивости даже в том случае, когда про-

странственно-однородная система устойчива, т.е. условие (6.7) не выполня-

ется. Этим вопросом задался А. Тьюринг, который в 1952 г. доказал возмож-

ность возникновения неустойчивости, вызванной диффузией, и показал, что 

она приводит к появлению пространственно-неоднородных структур [66]. 

Тьюринг предположил, что диффузионная неустойчивость является механиз-

мом морфогенеза, т.е. образования неоднородной структуры живых организ-

мов. 

 Проанализируем условия появления неустойчивости Тьюринга. Зададим 

малое возмущение стационарного пространственно-однородного решения 

(6.4) 

  ,u a x t  ,  ,v b a x t  ,  

подставим в систему (6.8) и линеаризуем её. Получим 

 
  2
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1 ,
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t u xx

t v xx

b a D

b a D
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 (6.9) 
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Здесь нижние индексы x , t  обозначают соответствующие частные производ-

ные. Отыскивая решение (6.9) в виде  , exp pt ikx   , получим дисперси-

онное соотношение 

   2 2 2 21 u vp b D k p a D k a b       .  

Ему можно придать вид 

     2 2 21 0u vp p a b D D k k        , (6.10) 

где 

     4 2 2 21u v u vk D D k a D b D k a      .  (6.11) 

 Нетрудно ответить на вопрос, когда корни уравнения (6.10) имеют поло-

жительную вещественную часть, т.е. возникает неустойчивость. Согласно 

критерию Рауса–Гурвица [1,4], это возможно в двух случаях. Первый тип не-

устойчивости имеет место при  2 21 0u va b D D k     , т.е. при 

    2 2 21 u v H u vb a D D k b D D k         (6.12) 

Очевидно, что это есть неустойчивость Хопфа, аналогичная случаю точечной 

модели, рассмотренному в § 6.1. Минимальный порог неустойчивости (6.7) 

имеет пространственно-однородная мода, для которой 0k  . При превышении 

порога неустойчивости будут возникать автоколебания с частотой 

  0k a    . 

 Второй тип неустойчивости возможен при   0k  , т.е. при 

   4 2 2 21 0u v u vD D k a D b D k a     .  (6.13) 

Проанализируем это выражение подробнее. Корни уравнения   0k   есть 

 
    22 2 2

2
1 1 4

2

v u v u u v

u v

b D a D b D a D a D D
k

D D

     
   (6.14) 

Критический случай соответствует слиянию двух вещественных корней урав-

нения (6.14), что имеет место при 

   22 21 4 0v u u vb D a D a D D    . (6.15) 
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Отсюда находим 
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1 u
T
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D
b b a

D

 
    

 
. (6.16) 

 На рис. 6.2 приведены характерные зависимости  k  при различных 

значениях параметра b . При Tb b  в любой точке   0k  , т.е. неустойчиво-

сти нет. При Tb b   k  обращается в нуль в точке ck k , где  

 
  2

2 1

2
T v u

c
u v u v

b D a D a
k

D D D D

 
  . (6.17) 

При Tb b  имеется диапазон волновых чисел, в котором   0k  , т.е. соответ-

ствующие возмущения неустойчивы. Будем называть эту неустойчивость не-

устойчивостью Тьюринга или диффузионной неустойчивостью. 

 

Рис. 6.2. Зависимость  k  при различных значениях параметра b  

 Отметим, что при v uD D , а точнее, при  

 1 2u u

v v

D D
a

D D

 
  

 
, (6.18) 

порог неустойчивости Тьюринга ниже порога неустойчивости Хопфа (6.7). 

Следовательно, в диапазоне T Hb b b   есть диффузионная неустойчивость, но 

нет автоколебаний. При этом будут образовываться стационарные простран-

ственно-периодические структуры, период которых приближенно определя-

ется критическим значением волнового числа ck  (6.17). 
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 Выберем для примера следующие значения параметров: 0.25uD  , 

1.0vD  , 2.0a  , так что неравенство (6.18) выполняется. Согласно формулам 

(6.16), (6.17) порог неустойчивости Тьюринга 4.0Tb  , а критическое волновое 

число 2.0ck  . Пространственно-однородное возмущение ( ) имеет мини-

мальный порог неустойчивости Хопфа 5.0Hb  . 

 

Рис. 6.3. Зависимости  u x  и  v x  в разные моменты времени, иллюстри-

рующие образование стационарной диссипативной структуры. Значения 
параметров 0.25uD  , 1.0vD  , 2.0a  , 4.5b   

 На рис. 6.3 приведен результат численного моделирования уравнений 

распределенного брюсселятора (6.8) с периодическими граничными услови-

ями    0, 2 ,u t u t  ,    0, 2 ,v t v t   при 4.5b  . Начальные условия задава-

лись в виде малых возмущений равновесного состояния 0 2.0u  , 0 2.25v  . По 

окончании переходного процесса устанавливается стационарная периодиче-

ская диссипативная структура с пространственным периодом  , т.е. с волно-

вым числом, равным критическому. При Hb b  по-прежнему образуется пери-

0k 
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одическая структура, однако переходный процесс начинает носить осцилли-

рующий характер. Если же условие (6.18) не выполняется, доминирующей 

оказывается неустойчивость Хопфа. Возмущения с 0k   подавляются и уста-

навливается режим пространственно-однородных периодических автоколеба-

ний. 

 Покажем, что неустойчивости Хопфа и Тьюринга являются абсолют-

ными. Запишем выражения для корней характеристического уравнения (6.10) 

 
    

2 2
22 2 21 1

1 4
2 2

u v
v u

b a D D k
p b a D D k a b

   
       . (6.19) 

Применим критерий абсолютной неустойчивости, основанный на методе пе-

ревала (§ 1.2.1). Дифференцируем выражение (6.19) и приравниваем его к 

нулю: 

  
   
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1
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1 4
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. (6.20) 

Отсюда видим, что имеется, во-первых, седловая точка 0sk  , которая соот-

ветствует неустойчивости Хопфа. Очевидно, что 

    
2

22 21 1
0 1 4

2 2s s

b a
p p k b a a b

 
       . 

Нетрудно показать, что при Hb b  корень, которому соответствует знак «+», 

положительный, следовательно, неустойчивость абсолютная. 

 Теперь рассмотрим ненулевые корни уравнения (6.20). Для них имеем 
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.  

Разрешая это уравнение относительно k , находим  
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v u
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  (6.21) 

Подставим (6.21) в (6.19) и вычислим sp . После ряда преобразований получим 
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      
 

 221

2 2
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D D D D D D D D

  
   

 
. 

Оставляем только корень со знаком «+», так как именно он определяет харак-

тер неустойчивости: 

 
 

22 21
1u vv u v u

s
v u v u v u v

a bD DD b D a D D
p b a

D D D D D D D

                 
. (6.22) 

Таким образом, видно, что 0sp   при Tb b , т.е. неустойчивость Тьюринга 

также является абсолютной. 

§ 6.3. Неустойчивость в системе «брюсселятор с потоком» 

 То, что неустойчивость в неподвижной среде является абсолютной, — 

достаточно очевидный результат. Рассмотрим теперь нетривиальную ситуа-

цию, когда реагенты поступают в реактор в виде потока, движущегося с по-

стоянной скоростью c . В этом случае уравнения (6.8) модифицируются сле-

дующим образом [67]: 
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 (6.23) 

Будем считать, что на левой границе (в точке 0x  ) концентрации равны рав-

новесным, т.е.  0u x a  ,  0v x b a  . 

 Дисперсионное соотношение для системы (6.23) нетрудно получить, 

сделав в (6.10) замену p p ick  , что можно интерпретировать как доппле-

ровский сдвиг частоты на величину ck . Получим 

         2 2 21 0u vp ick p ick a b D D k k          , (6.24) 

где  k  определяется выражением (6.11). Корни уравнения (6.24) можно за-

писать в виде, аналогичном (6.19) 
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    

2 2
22 2 21 1

1 4
2 2

u v
v u

b a D D k
p ick b a D D k a b

   
         .  (6.25) 

 Получить критерий абсолютной/конвективной неустойчивости в явном 

виде теперь не удается. Границы неустойчивости в пространстве параметров 

можно найти численно [67]. С другой стороны, можно получить приближен-

ное выражение для критерия неустойчивости при слабой надкритичности. Рас-

смотрим по отдельности поведение в окрестности порогов неустойчивости 

Хопфа и Тьюринга. 

 6.3.1. Неустойчивость Тьюринга  

 Итак, рассмотрим случай, когда 

 2
Tb b   , (6.26) 

где 1  — малый параметр. Также будем считать, что порог неустойчивости 

Тьюринга ниже, чем порог неустойчивости Хопфа, T Hb b . Поскольку в 

первую очередь теряют устойчивость возмущения, волновые числа которых 

лежат в окрестности критического волнового числа ck , будем считать, что 

 ck k   . (6.27) 

Разложим выражение (6.11) для  k  в ряд по степеням   в окрестности точки 

Tb b , ck k : 

    
2 2 2

2
2

, ,
2c Tk b k b

k k b

     
          

  
  .  (6.28) 

Все производные вычисляются в точке  ,T cb k , причем  , 0c Tk b  , 

 , 0c Tk b k    (см. рис. 6.2). Также нетрудно найти, что 

 
   

2
2 2

2

,1
6 1 4

2
T c

u v c u T v u v

b k
D D k a D b D a D D

k

 
    


,  

 
  2,T c v

v c
u

b k D
D k a

b D


   


.   

В итоге из (6.28) получаем следующее выражение 
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   2 2 2, 4v
u v

u

D
k b a a D D

D
      .  (6.29) 

Соответственно, характеристическое уравнение (6.24) принимает вид 

   

         
 

2 22

2 2

1

1 4 .

c c T u v c

v
u

u

p ic k p ic k a b D D k

D
a D

D

             

   
 (6.30) 

При 0   имеем следующие выражения для корней этого уравнения: 

 0cp ick  , (6.31) 

    2 21 T v u
c T u v c

u v

a b D D
p ick b a D D k

D D


        . (6.32) 

Поскольку мы считаем, что u vD D , очевидно, что правая часть выражения 

(6.32) отрицательна. Следовательно, при 0   характер неустойчивости опре-

деляется корнем (6.31), для которого вещественная часть Re p  становится по-

ложительной.  

 Чтобы удобнее было проводить сопоставление с результатами Главы 1, 

введем комплексную частоту ip , для которой нетрудно из (6.30) получить 

приближенное выражение с точностью до членов порядка 2  

 
 

 

2

2
1 4v u

c

v u T

D D
ck c i

D D b

 
     


. (6.33) 

 Приближения, в рамках которых получено соотношение (6.33), по сути 

аналогичны сделанным в § 1.1 при выводе линеаризованного уравнения Гин-

збурга–Ландау (1.7). Действительно, в § 1.1 рассматривалась универсальная 

ситуация при слабом превышении порога неустойчивости в среде с отрица-

тельным поглощением. Соответственно, (6.33) имеет вид, который с точно-

стью до обозначений аналогичен уравнению (1.3). Поэтому можно получить 

критерий абсолютной/конвективной неустойчивости из формул § 1.2. Тем не 

менее, проделаем вычисления полностью. Продифференцируем (6.33) и при-

равняем полученное выражение к нулю 
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 

28
0u v

v u T

d i D D
c

d D D b

  
   

 
,  

откуда найдем точку перевала 

 
 

8
v u T

s
u v

i D D c b

D D


  


  (6.34) 

Теперь подставим (6.34) в (6.33) и после некоторых вычислений получим 

  
 

  22

16
v u Tv

s s c
u vv u T

i D D c bi D
ck

D DD D b


      


.  

Таким образом, инкремент неустойчивости есть 

 
 

  22

Im
16

v u Tv
s

u vv u T

D D c bD

D DD D b


  


. (6.35) 

С учетом того, что 2
Tb b   , из 

(6.35) получим критерий абсолют-

ной неустойчивости 

 
 
 

2
2

2

16 T u v

v u T

b b D D
c

D D b





. (6.36) 

Таким образом, на плоскости па-

раметров ,c b  будем иметь кар-

тину, представленную каче-

ственно на рис. 6.4. 

 

 6.3.2. Неустойчивость Хопфа  

 Аналогично можно рассмотреть окрестность порога неустойчивости 

Хопфа. В этом случае вместо (6.26), (6.27) следует положить  

 2 2 21Hb b a     ,  

и 

 k   ,  

 

Рис. 6.4. Качественная картина разбиения 
плоскости параметров c, b на области с раз-
личным характером неустойчивости в 
окрестности порога неустойчивости 
Тьюринга 
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поскольку при неустойчивости Хопфа в первую очередь теряет устойчивость 

пространственно-однородная мода. Характеристическое уравнение (6.24) с 

точностью до членов порядка 
2  принимает вид 

             2 2 2 2 2 21 1 0u v v up i c p i c D D a D D               . (6.37) 

 При 0   корни этого уравнения равны p ia  . Для определенности 

рассмотрим корень со знаком «–». Тогда при 0   получаем приближенное 

выражение для комплексной частоты ip  с точностью до членов порядка 2  

     
2 2

2 21
2 2v u u v

i
a c a D D D D

 
            . (6.38) 

 Дифференцируя (6.38) и приравнивая полученное выражение к нулю, 

получаем 

    2 2 0v u u v

d
c a D D i D D

d


          


,  

откуда находим точку перевала (ср. (1.11)) 

 
     2

2
s

v u u v

c c

a D D i D D


  

     
, (6.39) 

где введено обозначение 

 
   

2
v u u va D D i D D  

  . (6.40) 

Подстановка (6.39) в (6.38) приводит к выражению (ср. (1.12)) 

 
 22 *2 * 2 2 * 2

2 4 22 22 4 4
s

cc i c i
a a

    
       

  
,  

из которого можно найти инкремент неустойчивости 

 
 

   

22 2
2

2 2 22

1
Im

2 24
u vi

s

v u u v

c D Dc

a D D D D

  
      

     
.  

Поскольку 2
Hb b   , критерий абсолютной неустойчивости имеет вид 

      
 

2 22
2 v u u v

H
u v

a D D D D
c b b

D D

  
  


. (6.41) 
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Разбиение плоскости параметров на области с различным характером неустой-

чивости в окрестности порога неустойчивости Хопфа будет иметь структуру, 

аналогичную представленной на рис. 6.4. 

 6.3.3. Потоково–диффузионные структуры  

 Когда граничные значения концентраций отличаются от равновесных,  

  0u x a  ,  0v x b a  , (6.42) 

возникает еще одной интересное явление: потоково-диффузионные структуры 

(flow-diffusion structures) [67,68]. Они описываются стационарными решени-

ями уравнений (6.23) 

 
 

2
2

2

2
2

2

1 0,

0.

u

v

d u du
D c a b u u v

dx dx

d v dv
D c bu u v

dx dx

     

   
 (6.43) 

Условие возникновения потоково-диффузионных структур есть условие не-

устойчивости пространственно-однородных решений системы (6.43). Поло-

жим    u x a x   ,    v x b a x   , где  ,   — малые возмущения, и ли-

неаризуем уравнения (6.43). 

 
 

2
2

2

2
2

2

1 0,

0.

u

v

d d
D c b a

dx dx

d d
D c a b

dx dx

 
      

 
    

 (6.44) 

Отыскивая решение уравнений (6.44) в виде  , exp ikx   , приходим к харак-

теристическому уравнению 

   2 2 2 21u vD k ick b D k ick a a b       ,  

или 

 
    

 

4 3 2 2 2

2 2

1

1 0.

u v u v u vD D k ick D D k D a D b c

ick a b a

      

    
 (6.45) 

На границе устойчивости k , очевидно, принимает чисто вещественные значе-

ния. Отделим в (6.45) вещественную часть от мнимой 
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  
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Выразим из второго уравнения k   

 
2

2 1

u v

b a
k

D D

 



  

и подставим в первое. Получим 

   
22 2

2 2 21 1
1 0u v u v

u v u v

b a b a
D D D a D b c a

D D D D

    
        

.  

Разрешим полученное уравнение относительно c , что после некоторых вычис-

лений дает 

 
   22 2 2

2
2

1

1
u vu v

u v

a D DD a D b
c

D D b a

 
 
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  (6.46) 

Уравнение (6.46) задает на плоскости ,c b  границу, выше которой формируется 

стоячие пространственно-неоднородные волны концентрации — потоково-

диффузионные структуры. 

 

Рис. 6.5. Разбиение плоскости ,c b  на области с различным характером не-

устойчивости при 0.25uD  , 1.0vD  , 1.0a   (а) и 1.5a   (б). Показаны 

границы смены характера неустойчивости Хопфа (H) и Тьюринга (T). За-
штрихована область существования потоково-диффузионных структур 
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 На рис. 6.5 приведены примеры разбиения плоскости параметров на об-

ласти с различным характером неустойчивости при 0.25uD  , 1.0vD   и двух 

различных значениях a . При 4 3a   порог неустойчивости Хопфа ниже, чем 

у неустойчивости Тьюринга (рис. 6.5,а). При 4 3a  , напротив, неустойчи-

вость Тьюринга доминирует (рис. 6.5,б). 

 6.3.4. Результаты численного моделирования  

 Полученные выше критерии абсолютной/конвективной неустойчивости 

(6.36) и (6.41) являются приближенными и справедливы, строго говоря, лишь 

при небольшом превышении над порогом неустойчивости. Наиболее полную 

картину можно получить, анализируя характеристическое уравнение чис-

ленно [67,68]. Соответствующие результаты представлены на рис. 6.6. Сплош-

ными линиями показаны границы, полученные численно, тонкими пунктир-

ными линиями — построенные по приближенным теоретическим формулам 

(6.36) и (6.41). Видно, что при достаточно небольшом превышении порогов 

неустойчивости они хорошо согласуются между собой. Буквами C обозначены 

области конвективной неустойчивости, AH и AT — области в которых абсо-

лютной является неустойчивость Хопфа и Тьюринга соответственно. Пункти-

ром показаны линии равенства инкрементов двух этих неустойчивостей. 

 Картина, показанная на рис. 6.6, подтверждается результатами числен-

ного моделирования уравнений (6.23). Рассмотрим систему конечной длины l  

и будем считать, что на левой границе значения концентраций равны равно-

весным,  0,u t a ,  0,v t b a , а на правой границе зададим свободные гра-

ничные условия,    , , 0x xu l t v l t  .12 На рис. 6.7 приведены картины про-

странственно-временной динамики переменной  ,u x t .  

                                           
12 При достаточно большой длине системы l конкретный выбор граничного условия на правой границе ока-
зывается несущественным. 
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Рис. 6.6. Разбиение плоскости ,c b  на области с различным характером не-
устойчивости при тех же значениях параметра a , что и на рис. 6.5. Сплош-
ные линии — границы, полученные численно [67,68], тонкие штриховые 
линии — приближенные теоретические зависимости. Пунктиром показаны 
линии равенства инкрементов неустойчивостей Хопфа и Тьюринга [67,68] 

 Когда неустойчивость является конвективной (рис. 6.7,а), нарастающие 

возмущения сносятся через правую границу и в конце концов устанавливается 

равновесное состояние. Если же неустойчивость является абсолютной, фронт 

нарастающего возмущения распространяется влево, и оно постепенно зани-

мает всю рассматриваемую область. Визуально неустойчивости Хопфа и 

Тьюринга легко различимы. При абсолютной неустойчивости Хопфа 

(рис. 6.7,б) возбуждение периодических во времени колебаний, напоминаю-

щих стоячую волну. В случае абсолютной неустойчивости Тьюринга 

(рис. 6.7,в) наблюдается генерация бегущих волн, амплитуда которых вдоль 

системы постепенно нарастает и стремится к постоянному значе-

нию.Equation Chapter (Next) Section 1 
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Рис. 6.7. Картины пространственно-временной динамики, иллюстрирую-
щие переход от конвективной неустойчивости к абсолютной: а — конвек-
тивная неустойчивость, 1.0a  , 2.2b  , 0.7c  ; б — абсолютная неустой-
чивость Хопфа, 1.0a  , 2.2b  , 0.5c  ; в — абсолютная неустойчивость 
Тьюринга, 1.5a  , 3.5b  , 0.8c  . Остальные параметры 0.25uD  , 

1.0vD   
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ПРИЛОЖЕНИЕ. МЕТОД ПЕРЕВАЛА 

 Метод перевала предназначен для асимптотической оценки интегралов 

вида 

    z t

C

I f z e dz  , (П.1) 

где z x iy   — комплексная переменная,  f z  и  z  — однозначные ана-

литические комплексные функции, 1t   — большой параметр, C — контур 

интегрирования в плоскости z. 

 Прежде, чем изложить метод перевала, рассмотрим асимптотическую 

оценку аналогичного вещественного интеграла 

    
b

x t

a

I f x e dx  , (П.2) 

где x , f ,   вещественные. Ясно, что при t   основной вклад в интеграл 

(П.2) вносит окрестность точки, в которой функция  x  на отрезке  ;a b  до-

стигает максимума. Разложим  x  в ряд вблизи точки максимума 0x : 

        20
0 02

x
x x x x


      , (П.3) 

причем  0 0x  . 

 При t   функция  exp x t    имеет максимум в точке 0x  и быстро 

спадает при удалении от нее. Если считать, что  f x  в окрестности точки 0x  

меняется не слишком быстро, можно при вычислении интеграла (П.2) поло-

жить    0f x f x  и вынести за знак интеграла. Получим 
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 
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2
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0

exp
2
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2

2
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a
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x tb
x t
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x t
I f x x t x x dx

x t f x e
f x e x x dx e d

x t

 
 


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где    0 0 2x x x t    ,  , ,a b a b   . При t   можно приближенно за-

менить пределы интегрирования на  . С учетом того, что  

 
2

e d






   , 

окончательно получаем  

 
     0

0
0

2 x tI f x e
x t


 


. (П.4) 

Фактически эта оценка основана на том, что подынтегральное выражение при-

ближенно заменяется гауссовой функцией (см. рис. Д.1). 

 

Рис. П.1. Аппроксимация подынтегрального выражения в (П.2) гауссовой 
функцией 

 Казалось бы, аналогичный прием можно использовать и при вычислении 

интеграла (П.1). Поскольку  f z  и  z  — однозначные аналитические ком-

плексные функции, можно деформировать контур интегрирования C  таким 

образом, чтобы он прошел через точку 0z , в которой 

  0 0z  ,  0 0z   

и     exp exp Rez z         принимает максимальное на C  значение. Раз-

ложим  z  в этой точке в ряд: 

        20
0 02

z
z z z z


      (П.5) 
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и нарисуем окрестность точки 0 0 0z x iy   на плоскости комплексной пере-

менной z  (рис. Д.2,а). 

   

а       б 

Рис. П.2. Окрестность точки 0z  на комплексной плоскости (а) и вид по-

верхности  Re z  (б) 

 Построим линии, на которых    0Re Rez z   . Обозначим 

 0z a ib   . Из (П.5) получаем, что 

 
    

      

2

0 0

2 2

0 0 0 0

Re

2 0,

a ib x x i y y

a x x b x x y y a y y

     
 

       
  

откуда 

  
2

0 01
b b

y y x x
a a

            
. (П.6) 

Это две прямые линии, которые делят плоскость z на четыре области, как по-

казано на рис. П.2,а. Очевидно, что в областях, через которые проходит контур 

интегрирования,    0Re Rez z   , так как на нем в точке 0z  функция 

 Re z  достигает максимума. В областях, через которые он не проходит, 

   0Re Rez z   . На рис. П.2,а эти области заштрихованы. Следовательно 

поверхность  Re z  в окрестности точки 0z  имеет вид седла или перевала 

(рис. Д.2,б). 
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 Аналогично можно построить на плоскости z  линии, вдоль которых 

   0Im Imz z   : 

 
    

      

2

0 0

2 2

0 0 0 0

Im

2 0,

a ib x x i y y

b x x a x x y y b y y

     
 

       
  

откуда 

  
2

0 01
a a

y y x x
b b

           
. (П.7) 

На рис. Д. 2,а они показаны штриховыми линиями. Одна из этих линий про-

ходит в области, где    0Re Rez z   , другая — в области, где 

   0Re Rez z   . 

 Если подставить разложение (П.5) в интеграл (П.1) аналогично тому, как 

это было сделано при вычислении интеграла (П.2), получим 

       
0

2

0 0
0 exp

2
z t

C

z z z t
I f z e dz

  
  

  
 . (П.8) 

Однако приближенно вычислить этот интеграл еще нельзя, так как может по-

лучиться, что мнимая часть показателя экспоненты быстро меняется вдоль 

контура C . Тогда в подынтегральном выражении будет быстро меняющаяся 

функция и интегрирование даст нуль, несмотря на то, что  Re z  достигает 

максимума. Поэтому воспользуемся следующим приемом. Сместим контур 

интегрирования таким образом, чтобы он проходил вдоль линии, на которой 

   0Im Im constz z     (см. рис. П.2,а). Эта линия называется линией 

наискорейшего спуска. Теперь можно вычислить интеграл (П.8) как обычный 

интеграл от функции вещественной переменной, в качестве которой выбира-

ется координата вдоль линии наискорейшего спуска. 

 Окончательно получаем формулу, аналогичную (П.4): 

 
     0

0
0

2 z tI f z e
z t


 


. (П.9) 
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Это выражение служит асимптотической оценкой интеграла (П.1). Можно по-

казать (см., например, [33]), что погрешность этой оценки имеет порядок 1t . 
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