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Ïóñòü Fq � ïîëå èç q = pr ýëåìåíòîâ, {a1, . . . , ar} � áàçèñ Fq íàä Fp.
Äëÿ ìíîæåñòâà D ⊂ Fp ÷åðåç WD áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ ïîëÿ Fq, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó
{a1, . . . , ar} ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ êâàäðàòîâ ïîëÿ Fq. Ïîëîæèì Q0 = Q ∪ {0}. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî p ≥ 3, òàê êàê â ñëó÷àå p = 2 ìû èìååì Fq = Q0.

Â íåäàâíåé ðàáîòå C.Dartyge, C.Mauduit, A.S�arkozy [1] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî åñëè ìíîæåñòâî D äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âî ìíîæåñòâå WD èìåþòñÿ
êâàäðàòû.

Òåîðåìà A. Ïóñòü D ⊂ Fp, 2 ≤ |D| ≤ p − 1. Òîãäà ïðè |D| ≥
≥ (

√
5−1)p
2 (1 + op(1)) èìååì |WD ∩Q0| ≥ 1.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî D ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, â
ýòîé æå ðàáîòå áûë ïîëó÷åí àíàëîã ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà B. Ïóñòü D = {0, . . . , t− 1}, ãäå 2 ≤ t ≤ p− 1. Òîãäà ïðè
t� √p log p èìååì |WD ∩Q0| ≥ 1.

Àâòîðó óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ, óñèëèâàþùèå
òåîðåìó A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 2r − 1 ≤ p1/2, δ =
(√

p(2r − 1)
)2−r

. Òîãäà ïðè

|D| ≥ (1 + δ)(2r − 1)p1/2 ñïðàâåäëèâî |WD ∩Q| ≥ 1.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-11-00702).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü r ≥ 9, C(r) = exp
(

2 log r+4
r

)
= 1 + o(1), r → ∞.

Òîãäà ïðè |D| ≥ C(r)p
1
2 exp

(
log p+4 log log p

2r

)
ñïðàâåäëèâî |WD ∩Q| ≥ 1.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè r � log p, òî èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî âî ìíîæå-
ñòâåWD åñòü êâàäðàòû óæå ïðè |D| � p1/2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè r � log p

log log p ,
áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò äàåò òåîðåìà 2, à èíà÷å � òåîðåìà 1.

Ïðè ìàëûõ r òåîðåìó B òàêæå ìîæíî óñèëèòü, ïîëüçóÿñü ñëåäóþùèì
ðåçóëüòàòîì Ñ.Â. Êîíÿãèíà [2].

Òåîðåìà C. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4], χ � íåòðèâèàëüíûé ìóëüòèïëè-
êàòèâíûé õàðàêòåð â Fq, Ni, Hi � öåëûå ÷èñëà, p1/4+ε ≤ Hi ≤ p,
i = 1, . . . , r, è

B =

{
r∑
i=1

xiai : Ni + 1 ≤ xi ≤ Ni +Hi, i = 1, . . . , r

}
.

Òîãäà ∣∣∣∣∣∑
x∈B

χ(x)

∣∣∣∣∣� rO(1)

ε
p−ε

2/2|B|.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû B

ñïðàâåäëèâî ïðè t ≥ p1/4+ε, ãäå ε = C
(√

log r
log p + log log p

(log p)1/2(log log p+log r)1/2

)
ñ

íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé C > 0.
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Ïóñòü 1 ≤ r � öåëîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2,ρ(Ωr) ïðîñòðàíñòâî äèñêðåò-
íûõ ôóíêöèé g(x), çàäàííûõ íà Ωr = {−r,−r + 1, . . . , 0, 1, . . .} è òàêèõ,
÷òî

∑
Ω0
g2(x)ρ(x) < ∞, ãäå ρ = ρ(x) = ρ(x;α, q) = qxΓ(x+α+1)

Γ(x+1) . ×åðåç
Mα

k (x) îáîçíà÷èì ïîëèíîì Ìåéêñíåðà ïîðÿäêà k ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé
ôîðìóëû Ðîäðèãà

Mα
k (x) =

q−k

k!ρ(x)
∆k{ρ(x)x[k]}
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