
d̂k = 〈d, ϕk〉 = ak(1− q)
∑
t∈Ωr

qt∆rd(t)∆rM−r
k (t+ r), k ≥ r

è åå ðÿä Ôóðüå

d(x) ∼
∞∑
k=0

d̂kϕk(x) =
r−1∑
k=0

∆kd(−r)(x+ r)k

k!
+
∞∑
k=r

d̂kakM
−r
k (x+ r).

Ïîñëåäíèé ðÿä ñîâïàäàåò ñî ñìåøàííûì ðÿäîì ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíå-
ðà M 0

k (x).
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Ïîíÿòèå îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòîâ áûëî ââåäåíî â 1999 ãîäó â [1, 2], ïîäðîáíàÿ ïóáëèêàöèÿ [3] âûøëà
â 2001 ãîäó. Îáîáùåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ, îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî
öåïî÷êå ñèñòåì è îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ áûëè äàíû â [4, 5]. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îðòîðåêóð-
ñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü {ek}∞k=1 � ñèñòåìà íîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà H (íàä ïîëåì R èëè C).

Îïðåäåëåíèå 1. Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå (ÎÐÐ) ýëåìåíòà f ∈
∈ H ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ {ek}∞k=1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

1) ïîëîæèì r0 = f ;
2) åñëè çàäàí îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ rn−1 ∈ H, n ∈ N, è ýëåìåíò en,

òî ïîëàãàåì
f̂n = (rn−1, en), rn = rn−1 − f̂nen. (1)

Íàçîâåì ïîëó÷åííûå ÷èñëà f̂k îðòîðåêóðñèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ôóðüå ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå {ek}∞k=1, à ðÿä σ(f) =
∞∑
k=1

f̂kek íàçîâåì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 14-01-00417 è ÍØ�7461.2016.1.
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îðòîðåêóðñèâíûì ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå {ek}, åãî ÷à-
ñòè÷íàÿ ñóììà Sn(f) =

n∑
k=1

f̂kek. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî rn(f) = f − Sn(f) è

äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé {ek} îðòîðåêóðñèâíûå êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå, à îðòîðå-
êóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå � îáû÷íûì ðÿäîì Ôóðüå. Èç (1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
Ïèôàãîðà

‖rn−1‖2 = ‖rn‖2 + |f̂n|2. (2)

Èç ðàâåíñòâ (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî

f = r0 =
n∑
k=1

f̂kek + rn è ‖f‖2 = ‖r0‖2 =
n∑
k=1

∣∣∣f̂k∣∣∣2 + ‖rn‖2. (3)

Èç (3) ñëåäóþò îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ‖f − Sn(f)‖2 ≡
≡ ‖rn‖2 = ‖f‖2 −

∑
k6n

∣∣∣f̂k∣∣∣2, àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ ‖f‖2 >
∑
k

∣∣∣f̂k∣∣∣2 è
óòâåðæäåíèå, ÷òî f =

∑
k

f̂kek òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ‖f‖2 =
∑
k

∣∣∣f̂k∣∣∣2, ïðè÷åì â ñëó÷àå âûïîëíå-

íèÿ àíàëîãà ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ îöåíêó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ‖f − Sn(f)‖2 = ‖rn(f)‖2 =
∑
k>n

∣∣∣f̂k∣∣∣2.
Â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ èçâåñòíà òåîðåìà Ìåíüøîâà �Ðàäåìà-

õåðà (ñì. [6, 7] èëè [8, ñ. 332, 532]), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè

ïî÷òè âñþäó íà [0, 1] ðÿäà îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé σ =
∞∑
k=1

akϕk(x)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä
∞∑
k=1

|ak|2 log2
2(k + 1).

Ä. Å. Ìåíüøîâûì â [6] áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðèâåäåííîì óñëî-
âèè log2

2(k+ 1) íåëüçÿ çàìåíèòü íà ëþáóþ íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü o

(
log2

2(k + 1)
)
� ðàñòóùóþ ìåäëåííåå log2

2(k + 1). Äîêàçûâàþùèå
ýòîò ôàêò òåîðåìû ðÿäà àâòîðîâ ñì. â [8, ãë. 9, � 1].

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àíàëîãè÷íîì óñëîâèè íà êîýôôèöèåíòû îðòî-
ðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé, ãàðàíòèðóþùèå èõ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.

Òåîðåìà 1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2(Ω), 0 < µΩ < ∞, ñåïà-
ðàáåëüíî, à λk � òàêàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
÷òî âñå λk > 1 è

∞∑
k=1

1

λk
=∞, (4)
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òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2(Ω), ‖f(x)‖ > 0, íàéäåòñÿ òàêàÿ íîð-
ìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ek(x)}∞k=1, ÷òî îðòîðåêóð-
ñèâíûé ðÿä f(x) ïî ñèñòåìå {ek(x)}∞k=1 íå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñò-
ðàíñòâà, íå ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ïî÷òè âñþäó íà Ω è ïðè ýòîì

∞∑
k=1

|f̂k|2 · λk <∞.

Òåîðåìà 2. Åñëè {ek(x)}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà Ëåáåãà L2(Ω), íîðìû êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè
sup
k
‖ek(x)‖ = C <∞, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk > 1 òà-

êîâà, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

1

λk
= Λ <∞, (1)

à ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak óäîâëåòâîðÿåò óëîâèþ
∞∑
k=1

|ak|2 · λk = L <∞,

òî ðÿä
∞∑
k=1

akek(x) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω è∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

|akek(x)|

∥∥∥∥∥ 6 C
√
LΛ.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ (4) è (5) òåîðåì 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè òåîðå-
ìû äîïîëíÿþò äðóã äðóãà è íå ìîãóò áûòü óñèëåíû áåç äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé.

Ðÿä èç òåîðåìû 1 íå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà, à íàèáîëüøèé
èíòåðåñ âûçûâàþò ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ðÿäû. Â ýòîì
ñëó÷àå òåîðåìà 2 ìîæåò áûòü óñèëåíà.

Òåîðåìà 3. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé {ek(x)}∞k=1 ⊂ L2(Ω) ñõîäèòñÿ
ê f è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

k
∣∣∣f̂k∣∣∣2 <∞,

òî îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=1

f̂kek(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω

è ∥∥∥∥∥sup
K

∣∣∣∣∣
K∑
k=1

f̂kek(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

2

6
∞∑
k=1

k
∣∣∣f̂k∣∣∣2 .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk = k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4), íî äîïîë-
íèòåëüíîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå îðòîðåêóðñèâíîãî ðÿäà Ôóðüå
ýëåìåíòà f ê f âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.

Îáîáùåíèåì îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ââåäåííûå â [5] îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R èëè C, äàëåå ïîä
ïîäïðîñòðàíñòâîì H ïîíèìàåòñÿ çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2. Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà f ∈ H
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ {Hk}∞k=1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1) ïîëîæèì r0 = f ;
2) åñëè çàäàí îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ rn−1 ∈ H, n ∈ N, òî ïîëàãàåì, ÷òî

f̃n � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ îñòàòêà rn−1 íà Hn, à îñòàòîê rn = rn−1 −
− f̃n � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ rn−1 íà H⊥n � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
Hn â H.

Èòàê, f̃k � ýëåìåíòû ðàçëîæåíèÿ f ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ {Hk},
ðÿä σ(f) =

∑
k

f̃k � ðåêóðñèâíûé ðÿä ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå ïîäïðî-

ñòðàíñòâ {Hk}, ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðåêóðñèâíîãî ðÿäà σ(f) ñ íîìåðîì n

ñ÷èòàåì ñóììó Sn(f) =
n∑
k=1

f̃n = f − rN(f).

Â ñèëó ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ êàæäîãî n âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî Ïèôàãîðà

‖rn−1‖2 = ‖rn‖2 + |f̃n|2. (5)

Èç (5) ñëåäóþò îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ‖f − Sn(f)‖2 ≡
≡ ‖rn‖2 = ‖f‖2 −

∑
k6n

∥∥∥f̃k∥∥∥2

, àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ ‖f‖2 >
∑
k

∣∣∣f̃k∣∣∣2
è óòâåðæäåíèå, ÷òî f =

∑
k

f̂kek òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ‖f‖2 =
∑
k

∣∣∣f̃k∣∣∣2, ïðè÷åì â ñëó÷àå âûïîëíå-

íèÿ àíàëîãà ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ îöåíêó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ‖f − Sn(f)‖2 = ‖rn(f)‖2 =
∑
k>n

∣∣∣f̃k∣∣∣2.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ çàäàåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ, òî ÎÐÐ ïî ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñ ÎÐÐ ïî çàäàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ÎÐÐ ïî ñèñòåìå
ïîäïðîñòðàíñòâ.

108



Óòâåðæäåíèå. Åñëè σ(f) =
∑
n
f̃k(x) � ÎÐÐ ôóíêöèè f ∈ L2(Ω) ïî

ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk > 1
òàêîâà, ÷òî ðÿä

∞∑
k=1

1

λk
= Λ <∞,

è ∞∑
k=1

‖f̃k(x)‖2 · λk = L <∞,

òî ðÿä
∞∑
k=1

f̃k(x) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω è

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

∣∣∣f̃k(x)
∣∣∣∥∥∥∥∥ 6

√
LΛ.

Òàê êàê ÎÐÐ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå îäíî-
ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò ñ ÎÐÐ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòîâ, òî òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò îêîí÷àòåëüíîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Çäåñü òàêæå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ÎÐÐ ôóíêöèè f ∈
∈ L2(Ω) ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ê f ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó.

Òåîðåìà 4. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî ñèñ-
òåìå ïîäïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ê f è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

k
∥∥∥f̃k∥∥∥2

<∞,

òî îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=1

f̃k(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Ω

è ∥∥∥∥∥sup
K

∣∣∣∣∣
K∑
k=1

f̃k(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

2

6
∞∑
k=1

k
∥∥∥f̃k∥∥∥2

.
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ÓÄÊ 517.57

ÔÓÍÊÖÈÈ Â Cn Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÌ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ1

Å. Ã. Ãàíåíêîâà (Ïåòðîçàâîäñê, ÐÔ)
g_ek@inbox.ru

ÏóñòüD1, . . . , Dn � îáëàñòè â C, D = D1×· · ·×Dn, z0 = (z0
1, . . . , z

0
n) ∈

∈ ∂D � äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, ò. å. ñóùåñòâóåò êðèâàÿ Γ ⊂ D ñ
êîíöîì â òî÷êå z0. Ïóñòü f � îïðåäåëåííàÿ â D ôóíêöèÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî a ∈ C ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f
â òî÷êå z0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ γa ⊂ D ñ êîíöîì z0, ÷òî

lim
γa3z→z0

f(z) = a.

Ìíîæåñòâî âñåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé (àñèìïòîòè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî) ôóíêöèè f â òî÷êå z0 îáîçíà÷àåòñÿ As(f, z0).

Àñèìïòîòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ïîäðîáíî èçó÷àëèñü äëÿ öåëûõ è ìå-
ðîìîðôíûõ â C ôóíêöèé. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ íåïîñòîÿííîé
öåëîé ôóíêöèè àñèìïòîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â
ñìûñëå Ñóñëèíà è ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîñòü (ñì. [1, 2]). Áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ñòàòåé ïîñâÿùåíî ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ ôóíêöèé, èìåþùèõ çàäàí-
íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî. W. Gross [3] ïîñòðîèë öåëóþ ôóíêöèþ,
ìíîæåñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ C. M. Heins
[4] ïîêàçàë, ÷òî êàæäîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷-
íîñòü, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íåêîòîðîé öåëîé ôóíê-
öèè. Â [5] è [6] òåîðåìû W. Gross'à è M. Heins'à ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé
ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè. Â

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00510a)).
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