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1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), (3)

ãäå q(x) ∈ C[0, 1], êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ,α1, α2, β1, β2 �êîìïëåêñíîçíà÷íûå
÷èñëà è ψ(x) ∈ C1[0, 1] êîìïëåêñíîçíà÷íà, ïðè÷åì

ψ′(0) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = ψ′(1) + α2ψ(0) + β2ψ(1) = 0. (4)

Â [1], èñïîëüçóÿ ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå è ïðèåì
À.Í. Êðûëîâà [2] îá óñêîðåíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîäîáíûõ ðÿäàì
Ôóðüå, ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0 (5)

ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ϕ(x). Òåïåðü ñõîæèé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåò-
ñÿ â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3). Ïðåäñòàâëÿÿ ψ(x) â âèäå

ψ(x) = ψ1(x) + ψ2(x), (6)

ãäå ψ1(x) ∈ C1[0, 1], ψ1(0) = ψ1(1) = ψ′1(0) = ψ′1(1) = 0 è ψ2(x) ∈
∈ C2[0, 1], ψ2(x) ∈ DL (DL � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ly = −y′′+
+ q(x)y, y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0, ïðè÷åì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò
� 1.1520.2014Ê).
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y ∈ C2[0, 1]), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ïî ìåòîäó Ôóðüå:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (7)

ãäå u0(x, t) = − 1
2πi

(´
γ0

+
∑
n≥n0

´
γn

)
(Rλψ1)

sin ρt
ρ dλ, u1(x, t) = − 1

2πi

(´
γ0

+

+
∑
n≥n0

´
γn

)
(Rλψ1 − R0

λψ1)
sin ρt
ρ dλ, u2(x, t) = − 1

2πi

(´
γ0

+
∑
n≥n0

´
γn

)
1

λ−µ0
×

×(Rλg) sin ρt
ρ dλ, Rλ=(L−λE)−1, R0

λ=(L0−λE)−1, L0 åñòü L ïðè q(x) ≡ 0
è α1 = α2 = β1 = β2 = 0, E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëü-
íûé ïàðàìåòð; γn � êîíòóð â λ-ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ
ëèøü îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòû-
ìè ïðè n ≥ n0 è óäîâëåòâîðÿþò àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì: λn = ρ2

n

(λ = ρ2, Reρ ≥ 0), ρn = nπ + O( 1
n); γ0-êîíòóð, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ

âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, íå ïîïàâøèå â γn ïðè n ≥ n0,
µ0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ðàñïîëîæåííîå âíå êîíòóðîâ γ0 è γn ïðè
n ≥ n0, g = (L− µ0E)ψ2.

Ëåììà 1.Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2

x+tˆ

x−t

ψ̃1(τ)dτ,

ãäå ψ̃1(x) = ψ1(x) ïðè x ∈ [0, 1], ψ̃1(x) � ÷åòíàÿ, ψ̃1(x + 2) = ψ̃1(x) è

ψ̃1(x) ∈ C1(−∞,∞).
Ëåììà 2.Ðÿäû u1(x, t) è u2(x, t) äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöè-

ðîâàíèå äâàæäû ïî x è t ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).
Íà îñíîâàíèè ëåìì 1 è 2 ïîëó÷àåì
Òåîðåìà 1.Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (7) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çà-

äà÷è (1)�(3) ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ (4) íà ψ(x).
2. Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), (3) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u′x(0, t) + βu′x(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = αu(0, t) + u(1, t) = 0, (8)

ãäå q(x) � òàêàÿ æå, êàê è â ï. 1, α, α1, β, β1 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ψ(x) ∈ C1[0, 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ψ′(0) + βψ′(1) + α1ψ(0) + β1ψ(1) = αψ(0) + ψ(1) = 0, (9)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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Çàäà÷ó (1), (3), (8) èçó÷àåì ïðè óñëîâèè 1 + αβ 6= 0, êîòîðîå íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóþùåé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïî ìåòîäó Ôóðüå. Ñëó÷àé íà÷àëüíûõ óñëîâèé (5)
âìåñòî (3) ðàññìîòðåí â [3]. Äëÿ çàäà÷è (1), (3), (8) ñîõðàíÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå (6) äëÿ ôóíêöèè ψ(x), íî òåïåðü ψ2(x) ∈ DL � îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàòîðà

Ly=−y′′+ q(x)y, y′(0)+βy′(1)+α1y(0) + β1y(1)=αy(0)+y(1)=0, (10)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îáðàçóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: λn =
= ρ2

n è λ
′
n = ρ′2n (λ = ρ2, Re ρ ≥ 0) è èìåþò àñèìïòîòèêó: ρn = 2nπ+ ζ1 +

+εn, ρ′n = 2nπ+ζ2+ε′n, ãäå ζ1,2 = −i ln(d±
√
d2 − 1), d = −(α+β)/1+αβ,

εn = o(1), ε′n = o(1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç γn ïðè n ≥ n0 îáúåäèíåíèå ïðè îòîáðàæåíèè λ = ρ2

îáðàçîâ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé {ρ || ρ + 2nπ + ζj |= δ}
(j = 1, 2), åñëè ζ1 6= ζ2 èëè îäèí òàêîé êîíòóð, åñëè ζ1 = ζ2 è δ > 0
äîñòàòî÷íî ìàëî; n0 òàêîâî ÷òî ïðè n ≥ n0 âíóòðè êàæäîãî γn íàõîäÿòñÿ
λn è λ′n (êîòîðûå ìîãóò è ñîâïàäàòü).

Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (3), (8) ñîõðàíÿåòñÿ ôîðìó-
ëà (7), íî òåïåðü L � îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (10), à L0 ñîâïàäàåò ñ
L ïðè q(x) ≡ 0 è α1 = β1 = 0. Ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå è ëåììû 1 è 2, íî â
ëåììå 1 ôóíêöèÿ ψ̃1(x) òåïåðü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: ψ̃1(x) = ψ1(x)

ïðè x ∈ [0, 1], ψ̃1(−x) = 1
1+αβ

[
(1− αβ)ψ̃(x)− 2βψ̃(1− x)

]
, ψ̃1(1 + x) =

= 1
1+αβ

[
−2αψ̃1(x) + (αβ − 1)ψ̃1(1− x)

]
è ψ̃(x) ∈ C1(−∞,∞).

Òåîðåìà 2.Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (7) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çà-
äà÷è (1), (3), (8) ïðè óñëîâèÿõ (9) íà ψ(x).

Àíàëîãè÷íî (äàæå ïðîùå) ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà ïî-
ëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u(0, t) = u(1, t) = 0 ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà ψ(x): ψ(x) ∈
∈ C1[0, 1], ψ(0) = ψ(1) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à âìåñòå ñ çàäà÷àìè èç ïóíêòîâ 1 è 2 èñ÷åðïû-
âàþò âåñü êëàññ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (3), äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è â ìåòîäå Ôóðüå èìååò ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Äëÿ q(x) è
ψ(x) âåùåñòâåííûõ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3) è óñëîâèÿìè
u(0, t) = u(1, t) = 0 ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà ψ(x) ïîëó÷åíî
â [4].
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Â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ êðèïòîãðàôèè çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èãðàþò
áóëåâû ôóíêöèè. Ãèïåð-áåíò-ôóíêöèè (ÃÁÔ) � ýòî ñïåöèàëüíûé êëàññ
áóëåâûõ ôóíêöèé, âïåðâûå îïèñàííûé â ðàáîòå [1]. Äàííûé êëàññ ôóíê-
öèé îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êëàññ
ãèïåð-áåíò-ôóíêöèé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ êðèïòîãðàôèè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àíàëèçà êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ïîñòðî-
åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé êîíå÷íûõ ïîëåé, ÷àñòî âîçíè-
êàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: íàéòè ýôôåêòèâíîå ïðèáëèæåíèå íåêîòîðîé
ôóíêöèè, çàäàííîé íà êîíå÷íîì ïîëå, â îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâå ôóíê-
öèé � êëàññå ïðèáëèæåíèé [2].

Ìíîãèìè àâòîðàìè èçó÷àëñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ëó÷øåãî ïðèáëèæå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè â êëàññå àôôèííûõ ôóíêöèé. Êàê
èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè îò
n ïåðåìåííûõ ñî çíà÷åíèÿìè åå ëó÷øåé àôôèííîé àïïðîêñèìàöèè íå
ìåíüøå âåëè÷èíû 1

2 + 2−
n
2−1 [2]. Ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà îáðà-

ùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, áûëè íàçâàíû ¾áåíò-ôóíêöèÿìè¿ [3].
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, âîç-

ìîæíî ðàññìîòðåíèå èõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé íàä ïîëåì GF(2n). Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé àëãåáðàè÷åñêèé àïïàðàò [4]. Â ðàáîòå [5] äëÿ îäíîãî
èç òàêèõ ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ïðèâåäåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå â áàçèñå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà GF(2n)GF(2)¿. Â òîì
æå èññëåäîâàíèè [5] èçó÷àëñÿ êëàññ, òàê íàçûâàåìûõ, ñîáñòâåííûõ ìîíî-
ìèàëüíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ïðèâåäåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè â áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà GF(2n)GF(2), äâîéñòâåííîì ê íåêîòîðîìó ïîëèíîìèàëüíîìó
áàçèñó. Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîì êëàññå äëÿ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåí-
íûõ ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè íå âûøå n

2 − 1 ñóùåñòâóåò áîëåå òî÷íîå ïðè-
áëèæåíèå, ÷åì â êëàññå ëèíåéíûõ ôóíêöèé [5]. Â ðàáîòå [1] Éîçåôîì è
Ãîíãîì ïîñòðîåí òàêîé êëàññ îòîáðàæåíèé èç ïîëÿ GF(2n) â ïîëå GF(2),
êîòîðûé íàèõóäøèì îáðàçîì ïðèáëèæàåòñÿ êàê ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè,
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