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Êîëìîãîðîâñêèìè íåðàâåíñòâàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ (èëè íåðàâåíñò-
âàìè Ëàíäàó �Êîëìîãîðîâà) íà ïðÿìîé èëè ïîëóïðÿìîé íàçûâàþò íåðà-
âåíñòâà

‖x(k)(·)‖Lq(T ) 6 K · ‖x(·)‖αLp(T )‖x(n)(·)‖βLr(T ), x(·) ∈ Wn
p,r(T ),

â êîòîðûõ T � ýòî R èëè R−, n, k ∈ Z+, k < n, Wn
p,r(T ) � ôóíêöèè x(·)

èç Lp(T ), îáëàäàþùèå ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé
x(n−1)(·) ïîðÿäêà (n− 1) íà T è ïðîèçâîäíîé x(n)(·) ïîðÿäêà n, ëåæàùåé
â ïðîñòðàíñòâå Lr(T ), α, β � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â ñóììå ðàâíûå 1.
Íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ êîíñòàíòà K > 0 â ýòîì íåðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è(ˆ

T

|x(k)|q dt
)1/q

→ sup

ˆ

T

|x|p dt 6 1,

ˆ

T

|x(n)|r dt 6 1, (1)

ïî âñåì ôóíêöèÿì x(·) ∈ Wn
p,r(T ). Îíà íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Êîëìî-

ãîðîâà (èëè êîíñòàíòîé Ëàíäàó �Êîëìîãîðîâà). Ïåðâàÿ çàäà÷à òàêîãî
âèäà, êîãäà p = q = r = ∞, n = 2, k = 1, áûëà ðåøåíà Ëàíäàó (1913)
äëÿ ïîëóïðÿìîé [1] è Àäàìàðîì (1914) äëÿ ïðÿìîé. Â 1937 ã. Êîëìîãî-
ðîâ [2] îáîáùèë ðåçóëüòàò Àäàìàðà è íàø¼ë òî÷íîå çíà÷åíèå â (1) äëÿ
p = q = r = ∞, T = R ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ n, k. Ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè ðåøåíèå (1) â îáùåì ñëó÷àå íå èçâåñòíî, åãî óäà¼òñÿ
ïîëó÷èòü ëèøü ïðè îïðåäåë¼ííûõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p, q, r,
T , n è k. Òàêèå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k è n áûëè íàéäåíû Õàðäè �
Ëèòòëüâóäîì �Ïîëèà, Ñòåéíîì, Òàéêîâûì, Ëþáè÷åì �Êóïöîâûì, Ãàáó-
øèíûì è äð. Êðîìå òîãî èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ ðåøåíèÿ íàéäåíû
ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n (â îñíîâíîì n = 2) äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ çíà-
÷åíèé îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ p, q, r, T è k. Èçâåñòíûå òî÷íûå êîíñòàíòû
K è ñïîñîáû èõ íàõîæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â [4�11]. Òî÷íûå ðåøåíèÿ â (1)
èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöè-
îíàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [8]), îíè ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå â çàäà÷å î íàèëó÷øåì
ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [12].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 13-01-00642, � 14-01-00744).

154



Â 1941 ãîäó Íàäåì ([3], ñì. òàêæå [10]) áûëî íàéäåíî ðåøåíèå (1)
äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ p, q > 0, r > 1 è T = R, n = 1, k = 0. Ïóñòü
p, q ∈ (0,∞), r ∈ (1,∞) a, η, σ > 0 è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1/q 6 1/p.
Íà ïîëóïðÿìîé R− ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

−
ˆ

R−

|x|q dt→ inf

ˆ

R−

|x|p dt = ηp,

ˆ

R−

|ẋ|r dt = σr (2)

(
ẋ(·) � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé t ôóíêöèè x(·)

)
è çàäà÷ó

−
ˆ

R−

|x|q dt→ inf

ˆ

R−

|x|p dt = ηp,

ˆ

R−

|ẋ|r dt = σr, x(0) = a. (3)

Ïóñòü

a0 = (1− s0)
s0−1 σ1−s0ηs0, s0 = (1 + r′/p)−1, 1/r + 1/r′ = 1,

a ≤ a0. Òîãäà èç ñèñòåìû ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè B1/(q−p)ˆ

0

+ τ

aˆ

B1/(q−p)

 zp
(
Bzp − zq

A(r − 1)

)−1/r

dz = ηp,

 B1/(q−p)ˆ

0

+ τ

aˆ

B1/(q−p)

(Bzp − zq
A(r − 1)

)1−1/r

dz = σr,

ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ A,B > 0, τ ∈ {−1,+1}. Â ýòîì
ñëó÷àå îáîçíà÷èì

J = J (a, η, σ) = −

 B1/(q−p)ˆ

0

+ τ

aˆ

B1/(q−p)

 zq
(
Bzp − zq

A(r − 1)

)−1/r

dz.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < p < q < ∞, r ∈ (1,∞), a, η, σ > 0, a ≤ a0.
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3) ðàâíî J (a, η, σ). Åñëè æå a > a0, òî â çàäà-
÷å (3) íåò äîïóñòèìûõ ôóíêöèé.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì
Òåîðåìà 2 (ñì. [3]) Ïóñòü 0 < p < q < ∞, r ∈ (1,∞), η, σ > 0.

Òîãäà çíà÷åíèå çàäà÷è (2) ðàâíî

Ĵ = − p+ r′

q − p
B
( s

q − p
, 1/r′

)p−q
s
(
σ−r

1

q + r′

)p−q
sr
(
η−p

1

q − p

)−qr−r+q
sr

,

s = 1 + p/r′, B
(

s
q−p , 1/r

′) � áåòà-ôóíêöèÿ â òî÷êå
(

s
q−p , 1/r

′).
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèè

Lu = u(n) + pn−1(x)u(n−1) + . . .+ p1(x)u′ + p0(x)u, x ∈ G, (1)

ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè pn−1(x), . . .,
p1(x), p0(x), êîòîðûå ìîãóò áûòü íåñóììèðóåìû íà âñåì èëè íà íåêî-
òîðîé ÷àñòè èíòåðâàëà çàäàíèÿ G îïåðàöèè (1).
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