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Îñëàáëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèé u(z) =
= u(x, y), z ∈ G, äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëèì ðàñïîëîæåíèå óçëîâ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Ïóñòü òî÷êè z1, z2 è z3 ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà4 = 4z1z2z3

, à òî÷êà z0 � òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé, òî÷êà z0 ëåæèò âíóòðè 4
è óãëû ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ëó÷àìè èç íàáîðà z0z1, z0z2 è z1z3 áîëüøå
π/2. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû z1, z2 è z3 çàíóìå-
ðîâàíû â ïîðÿäêå îáõîäà 4 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Òàêîé íàáîð
òî÷åê {z1, z2, z3} áóäåì íàçûâàòü ïîäõîäÿùèì (äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà)
íàáîðîì óçëîâ äëÿ òî÷êè z0. Ïóñòü zj−z0 = rje

iϕj , j= 1, 2, 3 è uj = u(zj),
j = 0, 1, 2, 3.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà â òî÷êå z0 äëÿ íàáîðà óçëîâ {z1, z2, z3}:

∆∗u(z0) = ∆∗u(z0, z1, z2, z3) :=

:=
u1−u0

r2
1

sin 2(ϕ2−ϕ3) +
u2−u0

r2
2

sin 2(ϕ3−ϕ1) +
u3−u0

r2
3

sin 2(ϕ1−ϕ2).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(z) óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå z0 îáîá-
ù¼ííîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0 íàéä¼òñÿ ïîäõîäÿùèé íàáîð óçëîâ {z1, z2, z3} äëÿ êîòîðîãî âå-
ëè÷èíà ∆∗u(z0, z1, z2, z3) ñêîëü óãîäíî ìàëà ïî ìîäóëþ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(z) óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè G ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

1) â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè âûïîëíåíî îáîáù�åííîå ðàçíîñòíîå óðàâ-
íåíèå Ëàïëàñà;
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2) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî p6 1 ôóíêöèÿ u(z) â êàæäîé
òî÷êå ζ ∈ G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ïîðÿäêà p âäîëü òð�åõ
èñõîäÿùèõ èç òî÷êè ζ ëó÷åé t1, t2 è t3, óãëû ìåæäó êîòîðûìè ïðè îá-
õîäå ζ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ìåíüøå π, ò. å. íàéä�åòñÿ òàêîå Cζ > 0,
÷òî âî âñåõ òî÷êàõ z, ëåæàùèõ íà ëó÷àõ tj äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ζ,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |u(z)−u(ζ)| < Cζ |z − ζ|p;

3) ôóíêöèÿ u2(z) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà â G.
Òîãäà ôóíêöèÿ u(z) ãàðìîíè÷íà â îáëàñòè G.

Äëÿ ðàçíûõ òî÷åê z ∈ G íåò íèêàêîé ñâÿçè ìåæäó íàáîðàìè óçëîâ,
äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ∆∗u(z), èëè íàïðàâ-
ëåíèÿìè èñõîäÿùèõ èç z ëó÷åé, âäîëü êîòîðûõ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà. Äàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè ïðè äðóãîì
ðàñïîëîæåíèè ÷åòûð¼õ óçëîâ íåëüçÿ.
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Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèíóñàì ñ ìîíîòîííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè òî÷íûé ïîðÿäîê óáûâàíèÿ íîðìû â L îñòàòêà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîýôôèöèåíòû ðÿäà òàê æå, êàê è äëÿ ðÿäîâ ñ âûïóêëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Íî ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè â îöåíêàõ ïðè ýòîì ðàçëè÷íû.
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Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
â îáúåìíîì ñëó÷àå âèäà (1), (2) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: r,Ω, β, îò-
ëè÷íîãî îò èçâåñòíîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ëåæàíäðà.

A rλ sin(λ(Ω + l)) cos(κβ) , (1)

B rλ cos(λ(Ω + l)) cos(κβ) , (2)

ãäå A,B, λ, l � êîíñòàíòû, κ = 0, 1.
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