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Рассмотрены методы действительного пространства Харди–Соболева на прямой
для нахождения наилучших рациональных приближений. Эти методы базируют-
ся на представлении функций данного пространства суммой простых функций и
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Methods of the real Hardy–Sobolev space on the line for finding best rational
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Введение

Пусть 𝐼 – расширенная числовая ось ̂︀R = [−∞,+∞] или отрезок [𝑎, 𝑏]
(𝑎, 𝑏 ∈ R и 𝑎 < 𝑏). Через 𝐶(𝐼) обозначим множество непрерывных функ-
ций 𝑓 : 𝐼 → R. В случае 𝐼 = ̂︀R предполагается существование конечного
предела lim

𝑥→∞
𝑓(𝑥) =: 𝑓(∞). Пространство 𝐶(𝐼) является банаховым от-

носительно стандартной нормы

‖𝑓‖𝐶(𝐼) = max
𝑥∈𝐼
|𝑓(𝑥)|.

Пусть 𝑛 ∈ N0 (N0 := N ∪ {0}). Через ℛ𝑛 обозначим множество ал-
гебраических рациональных функций с коэффициентами из R и степени
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не выше 𝑛. Пусть 𝑅𝑛(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼) и 𝑛 ∈ N0, – наилучшее равномерное
приближение 𝑓 посредством множества ℛ𝑛:

𝑅𝑛(𝑓) := 𝑅𝑛(𝑓 ; 𝐼) := inf
{︀
‖𝑓 − 𝑟‖𝐶(𝐼) : 𝑟 ∈ ℛ𝑛

}︀
.

В комплексной плоскости рассмотрим верхнюю полуплоскость Π =
{𝑧 : 𝑧 ∈ C, Im 𝑧 > 0}. Аналитическая в Π функция 𝑓 принадлежит
пространству Харди 𝐻𝑝, 0 < 𝑝 ≤ ∞, если

‖𝑓‖𝐻𝑝
:= sup

𝑦>0
‖𝑓(·+ 𝑖𝑦)‖𝐿𝑝(R) <∞.

Как известно, для функции 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 почти для всех 𝑥 ∈ R существуют
некасательные предельные значения, которые обозначим через 𝑓(𝑥). При
этом ‖𝑓‖𝐻𝑝

= ‖𝑓‖𝐿𝑝(R).
Через 𝐻𝑠, 𝑠 ∈ N, обозначим пространство Харди–Соболева аналити-

ческих в Π функций. Именно 𝑓 ∈ 𝐻𝑠, если 𝑓 аналитична в Π, 𝑓 (𝑠) ∈ 𝐻1/𝑠,
и при 𝑠 ≥ 2 существует lim 𝑓(𝑧) = 𝑓(∞) ∈ C при 𝑧 ∈ Π и 𝑧 →∞.

Введем действительное пространство Харди–Соболева ℋ𝑠, 𝑠 ∈ N.
Пусть 𝑔 ∈ 𝐶(̂︀R) и 𝑢(𝑧), 𝑧 ∈ Π, есть решение задачи Дирихле, т. е. 𝑢
непрерывна в Π, 𝑢(𝑥) = 𝑔(𝑥) для 𝑥 ∈ R, 𝑢(𝑧) гармонична и ограничена в
Π. Через 𝑣(𝑧) обозначим гармонически сопряженную с 𝑢 функцию, кото-
рая однозначно определяется из условия 𝑣(𝑖) = 0. Говорим, что 𝑔 ∈ ℋ𝑠,
если функция 𝑓(𝑧) := 𝑢(𝑧)+ 𝑖𝑣(𝑧) принадлежит 𝐻𝑠. При этом 1/𝑠-норма
функции 𝑔 вводится следующим образом:

‖𝑔‖ℋ𝑠 = ‖𝑓 (𝑠)‖𝐻1/𝑠
.

Функция 𝑓(𝑧) находится с помощью интеграла типа Коши [1]:

𝑓(𝑧) = (𝐶𝑔)(𝑧) :=
1

𝜋𝑖

�

R

𝑔(𝑡)

(︂
1

𝑡− 𝑧
− 𝑡

𝑡2 + 1

)︂
𝑑𝑡, 𝑧 ∈ Π. (1)

В работе [2] изучилась методы действительного пространства Харди–
Соболева ℋ𝑠 для нахождения наилучших равномерных рациональных
приближений. Данная статья посвящена обзору полученных там ре-
зультатов. Оценки наилучших равномерных рациональных приближе-
ний функций рассматриваемыми методами основаны на приведенных
ниже достаточных условиях принадлежности функции действительному
пространству Харди–Соболева (леммы 1 – 5) и прямой теореме рацио-
нальной аппроксиции для функций данного пространства из работы [3].
Отметим, что аналогичные вопросы в пространстве 𝐿𝑝 рассматривались
в работах [4,5].
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Использование 𝑠-простых функций

Через 𝐶𝑠(𝐼), 𝑠 ∈ N, обозначим множество 𝑠 раз непрерывно дифферен-
цируемых функций 𝑓 : 𝐼 → R. Будем считать также, что 𝐶0(𝐼) := 𝐶(𝐼).
Здесь 𝐼 — отрезок [𝑎, 𝑏] или числовая ось R. Через 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐼) (𝑠 ∈ N,
1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) обозначим пространство Соболева. Функция 𝑓 ∈ 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐼),
если 𝑓 ∈ 𝐶𝑠−1(𝐼), 𝑓 (𝑠−1) абсолютно непрерывна на 𝐼 и 𝑓, 𝑓 (𝑠) ∈ 𝐿𝑝(𝐼).

Функцию 𝜙 ∈ 𝑊 𝑠
∞(R) называем 𝑠-простой, если она финитна. С

𝑠-простой функцией 𝜙 будем ассоциировать опорный отрезок 𝐽(𝜙) та-
кой, что supp𝜙 ⊂ 𝐽 . Для 𝑠-простой функции 𝜙 введем характеристику

𝜇𝑠(𝜙) = |𝐽 |𝑠‖𝜙(𝑠)‖𝐿∞(𝐽),

где |𝐽 | — длина отрезка 𝐽 .
Следующая теорема 1 является следствием результата из [6] об ато-

мическом разложении функций пространства Re𝐻𝑝, 𝑝 ≤ 1.

Теорема 1. Функция 𝑔 ∈ 𝐶(̂︀R) принадлежит ℋ𝑠, 𝑠 ∈ N, в том и
только в том случае, если существует такая постоянная 𝑎 и последо-
вательность {𝜙𝑘}∞𝑘=1 𝑠-простых функций, удовлетворяющих условиям

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑠(𝜙𝑘)
1/𝑠 =: 𝐴 <∞, (2)

𝑎+
∞∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘(𝑥) = 𝑔(𝑥) при 𝑥 ∈ R. (3)

При этом ‖𝑔‖#ℋ𝑠 := inf{𝐴𝑠 : выполнены соотношения (2) и (3)} явля-
ется 1

𝑠-нормой в ℋ𝑠, эквивалентной ‖𝑔‖ℋ𝑠.
Через 𝑐, 𝑐1, 𝑐2, . . . обозначаем некоторые положительные величины

(постоянные), зависящие от указанных в скобках параметров (если та-
ковы имеются). Для краткости полагаем ‖𝑓‖𝑋 := ‖𝑓‖𝐿∞(𝑋).

С помощью теоремы 1 в работе [2] найдены следующие достаточные
условия принадлежности функций пространству ℋ𝑠 (леммы 1 – 3).

Лемма 1. Пусть 𝜓 ∈ 𝐶(̂︀R), supp𝜓 ⊂ [𝑎, 𝑏] (−∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞) и
𝜓|[𝑎,𝑏] ∈ 𝑊 𝑠

∞, 𝑠 ∈ N. Тогда 𝜓 ∈ ℋ𝑠 и

‖𝜓‖ℋ𝑠 ≤ 𝑐1(𝑠)
𝑠∑︁
𝑙=1

(𝑏− 𝑎)𝑙‖𝜓(𝑙)‖[𝑎,𝑏].
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Лемма 2. Пусть 𝑠 ∈ N и −∞ < 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑢 < 𝑦 < +∞. Если функция
𝜓 ∈ 𝐶(̂︀R), supp𝜓 ⊂ [𝑎, 𝑦], 𝜓|[𝑎,𝑏] ∈ 𝑊 𝑠

∞, 𝜓|[𝑢,𝑦] ∈ 𝑊 𝑠
∞ и 𝜓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при

𝑥 ∈ [𝑏, 𝑢], то 𝜓 ∈ ℋ𝑠 и

‖𝜓‖ℋ𝑠 ≤ 𝑐2(𝑠)
𝑠∑︁
𝑙=1

(𝑦 − 𝑎)𝑙‖𝜓(𝑙)‖[𝑎,𝑏]∪[𝑢,𝑦].

Лемма 3. Пусть 𝑠 ∈ N и −∞ < 𝑎 < 𝑏 < 𝑦 < +∞. Если функция
𝜓 ∈ 𝐶(̂︀R), supp𝜓 ⊂ [𝑎, 𝑦], 𝜓|[𝑎,𝑏] ∈ 𝑊 𝑠

∞ и 𝜓|[𝑏,𝑦] ∈ 𝑊 𝑠
∞, то 𝜓 ∈ ℋ𝑠 и

имеет место неравенство

‖𝜓‖ℋ𝑠 ≤ 𝑐3(𝑠)
𝑠∑︁
𝑙=1

{︁
(𝑏− 𝑎)𝑙‖𝜓(𝑙)‖[𝑎,𝑏] + (𝑦 − 𝑏)𝑙‖𝜓(𝑙)‖[𝑏,𝑦]

}︁
+

+𝑐4(𝑠)|𝜓(𝑏)| log𝑠2
𝑦 − 𝑎

min{𝑏− 𝑎, 𝑦 − 𝑏}
.

Леммы 1 – 3 совместно с результатом из [3] используются нами для
нахождения наилучших равномерных рациональных приближений неко-
торых функций. Ниже приведены примеры функций, асимптотика наи-
лучших равномерных рациональных приближений которых найдена рас-
сматриваемыми методами (подробности см. в [2]).

Пример. Пусть 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝑔𝛼𝛽(𝑥) = 𝑥𝛼 sin(𝜋𝑥−𝛽) при 𝑥 ∈ (0, 1] и
𝑔𝛼𝛽(0) = 0. Тогда

𝑅𝑛(𝑔𝛼𝛽; [0, 1]) ≍ 𝑅𝑛(|𝑔𝛼𝛽|; [0, 1]) ≍ 𝑛−
𝛼
𝛽 , 𝑛 ∈ N,

где постоянные, скрытые символом ≍, зависят лишь от 𝛼 и 𝛽.

Использование интеграла типа Коши

Пусть 𝐼 = [𝑎, 𝑏] – отрезок числовой оси R, |𝐼| = 𝑏−𝑎 – длина 𝐼, 𝑉 = 𝑉 (𝐼)
— множество функций 𝑓 : 𝐼 → R, которые имеют ограниченное полное
изменение, обозначаемое через 𝑣 = 𝑣(𝑓, 𝐼). В дальнейшем считаем, что
если 𝑓 ∈ 𝑉 (𝐼), то функция 𝑓 непрерывна справа и слева в точках 𝑎 и 𝑏
соответственно. Если же 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) и является точкой разрыва функции
𝑓 , то полагаем, что 𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥0−0)+𝑓(𝑥0+0)

2 . Через 𝑉 𝑠 = 𝑉 𝑠(𝐼), 𝑠 ∈ N,
обозначим подмножество функций 𝑓 ∈ 𝑊 𝑠

∞(𝐼) таких, что 𝑓
(𝑠) ∈ 𝑉 (𝐼).

Доказательство следующих лемм 4 и 5 основано на применении ин-
теграла типа Коши (1).
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Лемма 4. Пусть 𝜓 ∈ 𝐶(̂︀R), supp𝜓 ⊂ 𝐼 = [𝑎, 𝑏], и 𝜓|𝐼 ∈ 𝑉 𝑠, 𝑠 ∈ N.
Тогда 𝜓 ∈ ℋ𝑠+1 и справедливы неравенства

‖𝜓‖ℋ2 ≤ 𝑐|𝐼|𝑣(𝜓′, 𝐼) при 𝑠 = 1,

‖𝜓‖ℋ𝑠+1 ≤ 𝑐5(𝑠)
𝑠−1∑︁
𝑙=1

|𝐼|𝑙‖𝜓(𝑙)‖𝐼 + 𝑐6(𝑠)|𝐼|𝑠𝑣(𝜓(𝑠), 𝐼) при 𝑠 ≥ 2.

Лемма 5. Пусть 𝑠 ∈ N и −∞ < 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑢 < 𝑦 < +∞. Если
𝜓 ∈ 𝐶(̂︀R), supp𝜓 ⊂ [𝑎, 𝑦], 𝜓|[𝑎,𝑏] ∈ 𝑉 𝑠, 𝜓|[𝑢,𝑦] ∈ 𝑉 𝑠 и 𝜓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при
𝑥 ∈ [𝑏, 𝑢], то 𝜓 ∈ ℋ𝑠+1 и справедливо неравенство

‖𝜓‖ℋ𝑠+1 ≤ 𝑐7(𝑠)
𝑠−1∑︁
𝑗=1

(𝑦 − 𝑎)𝑗‖𝜓(𝑗)‖[𝑎,𝑏]∪[𝑢,𝑦]+

+ 𝑐8(𝑠)(𝑦 − 𝑎)𝑠
(︁
𝑣(𝜓(𝑠), [𝑎, 𝑏]) + 𝑣(𝜓(𝑠), [𝑢, 𝑦])

)︁
.

Здесь сумма по 𝑗 при 𝑠 = 1 заменяется нулем.

Рациональная аппроксимация функций с логарифми-

ческой особенностью

Полученные достаточные условия принадлежности функции действи-
тельному пространству Харди–Соболева на прямой позволили нам, в
частности, найти асимптотику четного и нечетного продолжений функ-
ций с логарифмическими особенностями.

Для функции 𝑔 ∈ 𝐶([0, 1]), 𝑔(0) = 0, через 𝑔+ обозначим ее четное
продолжение на [−1, 1]: 𝑔+(𝑥) = 𝑔(|𝑥|), а через 𝑔− — нечетное продолже-
ние: 𝑔−(𝑥) = 𝑔(|𝑥|) sign𝑥.

Рассмотрим функции

ℎ𝑣𝛽(𝑥) =
(︁
ln(𝑣)

𝑎

𝑥

)︁−𝛽
, 0 < 𝑥 ≤ 1; ℎ𝑣𝛽(0) = 0.

Здесь 𝑣 ∈ N означает порядок итерации логарифма, т. е. ln(1)(·) =
ln(·) и ln(𝑣)(·) = ln(ln(𝑣−1)(·)) при 𝑣 ≥ 2. Число 𝛽 > 0, а 𝑎 > 1 и достаточ-
но большое, чтобы функция ln(𝑣)

𝑎
𝑥 была положительная при 𝑥 ∈ (0, 1].

Именно, 𝑎 > 1 при 𝑣 = 1, 𝑎 > 𝑒 при 𝑣 = 2, 𝑎 > 𝑒𝑒 при 𝑣 = 3 и т. д.
При указанных выше условиях на 𝑣, 𝛽 и 𝑎 справедливы соотношения

𝑅𝑛(ℎ
+
1𝛽; [−1, 1]) ≍

1

𝑛1+𝛽
при 𝑛 ≥ 1,
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𝑅𝑛(ℎ
+
𝑣𝛽; [−1, 1]) ≍

1

𝑛(ln(𝑣−1) 𝑛)𝛽
при 𝑣 ≥ 2 и 𝑛 ≥ 𝑛(𝑣).

Что касается нечетного продолжения, то справедливы соотношения

𝑅𝑛(ℎ
−
1𝛽; [−1, 1]) ≍

1

𝑛𝛽
при 𝑛 ≥ 1,

𝑅𝑛(ℎ
−
𝑣𝛽; [−1, 1]) ≍

1

(ln(𝑣−1) 𝑛)𝛽
при 𝑣 ≥ 2 и 𝑛 ≥ 𝑛(𝑣).

Порядковые оценки наилучших равномерных рациональных прибли-
жений функций ℎ𝑣𝛽 на [0, 1] были найдены в работах [7,8].

Отметим, что дальнейшие исследования поведения наилучших равно-
мерных приближений четного и нечетного продолжений функций можно
найти в работах [9–11].
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