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Введение

Рассмотрим системы

Ch1
𝛾 = Ch1

𝛾(
−→
𝜆 ) = {𝐶ℎ1𝛾(𝑥;𝜆𝑗)}𝑘𝑗=1,

Ch2
𝛾 = Ch2

𝛾(
−→
𝜆 ) = {𝐶ℎ2𝛾(𝑥;𝜆𝑗)}𝑘𝑗=1,
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состоящие из 𝑘 функций, представленных рядами Фурье по многочле-
нам Чебышева 𝑇𝑛(𝑥) = cos(𝑛 arccos𝑥), 𝑈𝑛(𝑥) = sin(𝑛 arccos𝑥)/

√
1− 𝑥2

соответственно первого и второго рода

𝐶ℎ1𝛾(𝑥;𝜆𝑗) =
∞∑︁
𝑝=0

𝜆𝑝𝑗
(𝛾)𝑝

𝑇𝑝(𝑥), (1)

𝐶ℎ2𝛾(𝑥;𝜆𝑗) =
∞∑︁
𝑝=1

𝜆𝑝𝑗
(𝛾)𝑝

𝑈𝑝(𝑥), (2)

где параметр 𝛾 ∈ R∖Z−, Z− = {0,−1,−2, . . .}, (𝛾)0 = 1, (𝛾)𝑝 = 𝛾(𝛾+1) ·
··(𝛾+𝑝−1) – символ Похгаммера, а

−→
𝜆 = {𝜆𝑗}𝑘𝑗=1 – корни уравнения 𝜆

𝑘 =
1. В дальнейшем считаем, что 𝑛,𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 — целые неотрицательные

числа, 𝑚 =
𝑘∑︀
𝑝=1

𝑚𝑝, 𝑛𝑗 = 𝑛+𝑚−𝑚𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

При 𝑘 ⩾ 1 и 𝑛 ⩾ 𝑚𝑗 − 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, существуют (см. [1, 2]) рацио-
нальные дроби

𝜋𝑐ℎ1𝑗 (𝑥;Ch1
𝛾) = 𝜋𝑐ℎ1𝑗 (𝑥;Ch1

𝛾(
−→
𝜆 )) =

𝑃 𝑐ℎ1
𝑗 (𝑥;Ch1

𝛾)

𝑄𝑐ℎ1
𝑚 (𝑥;Ch1

𝛾)
,

𝜋𝑐ℎ2𝑗 (𝑥;Ch2
𝛾) = 𝜋𝑐ℎ2𝑗 (𝑥;Ch2

𝛾(
−→
𝜆 )) =

𝑃 𝑐ℎ2
𝑗 (𝑥;Ch2

𝛾)

𝑄𝑐ℎ2
𝑚 (𝑥;Ch2

𝛾)
,

степени числителей и знаменателей которых не превышают соответ-
ственно 𝑛𝑗 и 𝑚, и для которых

𝐶ℎ1𝛾(𝑥;𝜆𝑗)− 𝜋𝑐ℎ1𝑗 (𝑥;Ch1
𝛾) =

∞∑︁
𝑙=𝑛+𝑚+1

𝑐𝑗𝑙𝑇𝑙(𝑥),

𝐶ℎ2𝛾(𝑥;𝜆𝑗)− 𝜋𝑐ℎ2𝑗 (𝑥;Ch2
𝛾) =

∞∑︁
𝑙=𝑛+𝑚+1

𝑑𝑗𝑙𝑈𝑙(𝑥).

Координатные функции векторов

−→𝜋 𝑐ℎ1
𝑘 (Ch1

𝛾) = {𝜋𝑐ℎ1𝑗 (𝑥;Ch1
𝛾)}𝑘𝑗=1,

−→𝜋 𝑐ℎ2
𝑘 (Ch2

𝛾) = {𝜋𝑐ℎ2𝑗 (𝑥;Ch2
𝛾)}𝑘𝑗=1

будем называть соответственно нелинейными аппроксимациями
Эрмита–Чебышева первого и второго рода для мультииндекса
(𝑛,𝑚1, ...,𝑚𝑘) и систем функций Ch1

𝛾(
−→
𝜆 ), Ch2

𝛾(
−→
𝜆 ). При 𝑘 = 1

дроби 𝜋𝑐ℎ1𝑛,𝑚(𝑥;Ch1
𝛾) := 𝜋𝑐ℎ11 (𝑥;Ch1

𝛾) принято называть нелинейными
аппроксимациями Паде–Чебышева (первого рода) [3].
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Формулировка основных результатов

Справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Если 𝑘 = 1, то при 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑛 = 𝑚 и 𝑛→ +∞

𝐶ℎ1𝛾(𝑥; 1)− 𝜋𝑐ℎ1𝑛,𝑛(𝑥;Ch1
𝛾) = (−1)𝑛

√︂
𝜋

𝑛

1

22𝑛+𝛾
1

(𝛾)2𝑛
·

Re
{︁
𝑒𝑖(2𝑛+1) arccos𝑥 𝑒𝑥+𝑖

√
1−𝑥2 (1 +𝑂(1/𝑛))

}︁
,√︀

1− 𝑥2
{︀
𝐶ℎ2𝛾(𝑥; 1)− 𝜋𝑐ℎ2𝑛,𝑛(𝑥;Ch2

𝛾)
}︀
= (−1)𝑛+1

√︂
𝜋

𝑛

1

22𝑛+𝛾
1

(𝛾)2𝑛
·

Re
{︁
𝑖𝑒𝑖(2𝑛+1) arccos𝑥 𝑒𝑥+𝑖

√
1−𝑥2 (1 +𝑂(1/𝑛))

}︁
.

Теорема 2. Если 𝑘 ⩾ 2, то при 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑛 = 𝑚1 = . . . = 𝑚𝑘,
𝑛→ +∞ и 𝑗 = 1, . . . , 𝑘

𝐶ℎ1𝛾(𝑥;𝜆𝑗)− 𝜋𝑐ℎ1𝑗 (𝑥;Ch1
𝛾) = (−1)𝑛 𝑥𝛾−1𝑘

𝐵𝑘(𝑛)

(𝛾)𝑘𝑛+𝑛
·

Re
{︁
𝑒𝑖(𝑘𝑛+𝑛+1) arccos𝑥 𝜆𝑛+1

𝑗 𝑒𝜆𝑗(1−𝑥𝑘) (𝑥+𝑖
√
1−𝑥2) (1 +𝑂 (1/𝑛))

}︁
.√︀

1− 𝑥2
{︀
𝐶ℎ2𝛾(𝑥;𝜆𝑗)− 𝜋𝑐ℎ2𝑗 (𝑥;Ch2

𝛾)
}︀
= (−1)𝑛+1 𝑥𝛾−1𝑘

𝐵𝑘(𝑛)

(𝛾)𝑘𝑛+𝑛
·

Re
{︁
𝑖𝑒𝑖(𝑘𝑛+𝑛+1) arccos𝑥 𝜆𝑛+1

𝑗 𝑒𝜆𝑗(1−𝑥𝑘) (𝑥+𝑖
√
1−𝑥2) (1 +𝑂 (1/𝑛))

}︁
,

где 𝑖 — мнимая единица,

𝑥𝑘 =
𝑘

√︂
1

𝑘 + 1
, 𝐵𝑘(𝑛) =

√︃
2𝜋

𝑛 𝑘
√︀

(𝑘 + 1)𝑘+2

(︃
𝑘

𝑘
√︀

(𝑘 + 1)𝑘+1

)︃𝑛

,

а 𝑂(1/𝑛) является бесконечно малой при 𝑛 → +∞, модуль которой не
превышает 𝐿/𝑛, где 𝐿 — положительная постоянная.

Следствие 1. Если 𝑘 = 1, 𝑛 = 𝑚, то при 𝑛→∞⃦⃦
𝐶ℎ1𝛾(𝑥; 1)− 𝜋𝑐ℎ1𝑛,𝑛(𝑥;Ch1

𝛾)
⃦⃦
≍
√︂
𝜋

𝑛

1

22𝑛+𝛾
1

|(𝛾)2𝑛|
, (3)

⃦⃦⃦√︀
1− 𝑥2

{︀
𝐶ℎ2𝛾(𝑥; 1)− 𝜋𝑐ℎ2𝑛,𝑛(𝑥;Ch2

𝛾)
}︀⃦⃦⃦
≍
√︂
𝜋

𝑛

1

22𝑛+𝛾
1

|(𝛾)2𝑛|
.

Здесь и далее ‖𝑓(𝑥)‖ = max{|𝑓(𝑥)| : 𝑥 ∈ [−1, 1]}, обозначение 𝛼𝑛 ≍ 𝛽𝑛
означает, что бесконечно малые 𝛼𝑛 и 𝛽𝑛 имеют одинаковый порядок при
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𝑛 → ∞, а обозначение 𝛼𝑛 ∼ 𝛽𝑛 означает, что бесконечно малые 𝛼𝑛, 𝛽𝑛
эквивалентны, т.е. lim

𝑛→+∞
𝛼𝑛/𝛽𝑛 = 1.

При выполнении условий следствия 1 в [4,5] установлено, что⃦⃦
𝐶ℎ1𝛾(𝑥; 1)− 𝜋𝑐ℎ1𝑛,𝑛(𝑥;Ch1

𝛾)
⃦⃦
≍ 𝑛! · |(𝛾)𝑛|
|(𝛾)2𝑛 · (𝛾)2𝑛+1|

. (4)

Так как 𝛾 ∈ R∖Z−, то с учетом равенства (𝛾)𝑝 = Γ(𝑝+𝛾)/Γ(𝛾), где Γ(𝑥)
— гамма-функция Эйлера, с помощью Стирлинга нетрудно показать, что
при 𝑛→ +∞

𝑛! · 𝛾𝑛
(𝛾)2𝑛+1

∼
√︂
𝜋

𝑛

1

22𝑛+𝛾
.

Это означает, что равенства (3) и (4) полностью согласуются.
Следствие 2. Если 𝑘 ⩾ 2 и 𝑛 = 𝑚1 = . . . = 𝑚𝑘, то при 𝑗 = 1, . . . , 𝑘

и 𝑛→∞ ⃦⃦
𝐶ℎ1𝛾(𝑥;𝜆𝑗)− 𝜋𝑐ℎ1𝑛,𝑚(𝑥;Ch1

𝛾)
⃦⃦
≍ 𝑥𝛾−1𝑘

𝐵𝑘(𝑛)

|(𝛾)𝑘𝑛+𝑛|
𝑒1−𝑥𝑘,⃦⃦⃦√︀

1− 𝑥2
{︀
𝐶ℎ2𝛾(𝑥;𝜆𝑗)− 𝜋𝑐ℎ2𝑛,𝑚(𝑥;Ch2

𝛾)
}︀⃦⃦⃦
≍ 𝑥𝛾−1𝑘

𝐵𝑘(𝑛)

|(𝛾)𝑘𝑛+𝑛|
𝑒1−𝑥𝑘,

Сравнивая полученные результаты, можно сделать вывод о том, что
в нашем случае при приближении на отрезке [𝑎, 𝑏] ⊂ (−1, 1) аппроксима-
циями Эрмита-Паде первого рода с точки зрении скорости приближения
не имеют существенных преимуществ перед аппроксимациями второго
рода. При приближении к концам отрезка 𝑥 = ±1 аппроксимациями
Эрмита-Паде второго рода существенно уступают аппроксимациям пер-
вого рода в скорости аппроксимации. Это явление имеет место (см., на-
пример, [6, гл. 3, § 6]) и при приближении частными суммами рядов (1)
и (2) и обусловлено тем, что весовая функций ℎ(𝑥) =

√
1− 𝑥2 для орто-

гональных многочленов 𝑈𝑛(𝑥) в точках 𝑥 = ±1 имеет особенности. По
этой причине в этих точках многочлены Чебышева второго рода 𝑈𝑛(𝑥)
возрастают неограничено. Нетрудно заметить, что при 𝑘 = 1 и 𝑚 = 0
аппроксимации Паде-Чебышева первого и второго рода для функций
𝐶ℎ1𝛾(𝑥; 1), 𝐶ℎ

2
𝛾(𝑥; 1) являются соответственно 𝑛-ми частными суммами

рядов (1) и (2).

Доказательство теорем 1 и 2

Рассмотрим систему F = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑘) степенных рядов

𝑓𝑗(𝑧) =
∞∑︁
𝑝=0

𝜆𝑝𝑗
(𝛾)𝑝

𝑧𝑝,
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ассоциированную с системами Ch1
𝛾 и Ch2

𝛾.
Рациональные функции вида

𝜋𝑗(𝑧;F) =
𝑃𝑗(𝑧;F)

𝑄𝑚(𝑧;F)
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 ,

где алгебраические многочлены 𝑄𝑚(𝑧;F), 𝑃𝑗(𝑧;F) имеют степени соот-
ветственно не выше 𝑚 и 𝑛𝑗, будем называть аппроксимациями Эрмита-
Якоби для мультииндекса (𝑛,𝑚1, ...,𝑚𝑘) и системы F, если

𝑓𝑗(𝑧)−
𝑃𝑗(𝑧;F)

𝑄𝑚(𝑧;F)
= 𝑂(𝑧𝑛+𝑚+1).

В случае произвольной системы степенных рядов, аппроксимации
Эрмита-Якоби могут не существовать. Для определенной выше систе-
мы F выполняются следующие условия (см. [1, 2, 7]):

1) существуют аппроксимации Эрмита-Якоби {𝜋𝑗(𝑧;F)}𝑘𝑗=1;

2) каждый степенной ряд 𝑓𝑗 имеет радиус сходимости 𝑅𝑗 > 1;

3) дроби 𝜋𝑗(𝑧;F) при 𝑛 ⩾ 𝑛0 не имеют полюсов в 𝐷 = {𝑧 : |𝑧| ⩽ 1}.
Выполнение условий 1)–3) влечет за собой (см. [2]) справедливость

следующей теоремы 3, опираясь на которую и учитывая результаты ра-
боты [8], мы доказываем теоремы 1, 2.

Теорема 3. Пусть 𝑛 ⩾ max{𝑚𝑗 : 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘}, 𝑚 ̸= 0. Тогда при
𝑘 ⩾ 1 существуют нелинейные аппроксимации Эрмита-Чебышева перво-
го {𝜋𝑐ℎ1𝑗 (𝑥;Ch1

𝛾)}𝑘𝑗=1 и второго рода {𝜋𝑐ℎ2𝑗 (𝑥;Ch2
𝛾)}𝑘𝑗=1 и для их знамена-

телей и числителей справедливы представления:

𝑄𝑐ℎ1
𝑚 (𝑥;Ch1

𝛾) = 𝑄𝑚(𝑒
𝑖 arccos𝑥;F) ·𝑄𝑚(𝑒𝑖 arccos𝑥;F),

𝑃 𝑐ℎ1
𝑗 (𝑥;Ch1

𝛾) = Re
{︁
𝑃𝑗(𝑒

𝑖 arccos𝑥;F) ·𝑄𝑚(𝑒𝑖 arccos𝑥;F)
}︁
,

𝑄𝑐ℎ2
𝑚 (𝑥;Ch2

𝛾) = 𝑄𝑚(𝑒
𝑖 arccos𝑥;F) ·𝑄𝑚(𝑒𝑖 arccos𝑥;F),

𝑃 𝑐ℎ2
𝑗 (𝑥;Ch2

𝛾) =
1√

1− 𝑥2
Im
{︁
𝑃𝑗(𝑒

𝑖 arccos𝑥;F) ·𝑄𝑚(𝑒𝑖 arccos𝑥;F)
}︁
.
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