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Ââåäåíèå

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] îïðåäåëåíû êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè fn(x).
Ìíîæåñòâî E ⊂ [a, b] � ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè (U -ìíîæåñòâî)
äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé {fn(x)}, åñëè èç ñõîäèìîñòè ê íóëþ ðÿäà

∞∑
n=1

cnfn(x), cn ∈ C,

ïî ýòîé ñèñòåìå ñëåäóåò, ÷òî âñå cn = 0.
Ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíê-

öèé ñëóæèëè ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé (ñì. íàïð., [1,
ãë. XIV], [2, ãë. IX], [3]. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ïðèðîäå ìíîæåñòâ, ïðè ñõî-
äèìîñòè âíå êîòîðûõ ê íóëþ ðÿäîâ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå íå
íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü, ïîëó÷àë åù¼ Êàíòîð â êîíöå 19 âåêà.

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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Èçó÷àëèñü ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè è äðóãèì ñèñòåì ôóíêöèé, â
÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåìû Óîëøà [4, ãë. III], [5, ãë.VII]. Â äàííîé ðà-
áîòå ìû èññëåäóåì ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ïîäñèñòåì ñèñòåìû
Âèëåíêèíà�Êðåñòåíñîíà.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ≥ 2. Îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè
Ðàäåìàõåðà íàçîâåì ôóíêöèè Rk(x) := exp

(
2πi
p ⌊x · p

k+1⌋
)
, k = 0, 1, . . .,

x ∈ [0, 1). Âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé Rk íàçûâàþò
ôóíêöèÿìè Âèëåíêèíà�Êðåñòåíñîíà (â äâîè÷íîì ñëó÷àå � ôóíêöèÿìè
Óîëøà). Â íóìåðàöèè Ïýëè ôóíêöèÿ Âèëåíêèíà�Êðåñòåíñîíà V Cn åñòü
∞∏
k=0

(Rk)
nk , ãäå nk � êîýôôèöèåíòû èç p-è÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n.

Ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ïîäñèñòåì ñèñòåìû Óîëøà èññëåäî-
âàëèñü â ðàáîòàõ Ñòå÷êèíà è Óëüÿíîâà [6], Coury [7], Ëóêîìñêîãî [8], [9],
Àñòàøêèíà è Ñóõàíîâà [10], ðÿäå äðóãèõ. Â ÷àñòíîñòè, â [6] äîêàçûâà-
ëîñü, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî A ∈ [0, 1) ìåðû ìåíüøå 1

2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà, à â [7], [8], [9], [10] áû-
ëè íàéäåíû êëàññû ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè ïîëîæèòåëüíîé ìåðû äëÿ
íåêîòîðûõ ïîäñèñòåì ñèñòåìû Óîëøà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 1. Ïóñòü E0, . . . , Ep−1 ⊂ [0, 1) è µEj ≥ a äëÿ âñåõ j. Òîãäà
µ(X) ≥ pa−1

p−1 , ãäå

X = {x ∈ [0, 1) : x ýëåìåíò õîòÿ áû äâóõ èç ìíîæåñòâ Ej}.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó 3 èç [6], èìååò ñõîæåå äîêàçà-
òåëüñòâî, êîòîðîå ìû íå ïðèâîäèì.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1) c µ(E) < p−1
p ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî îáîáùåííîé ñèñòåìå Ðàäå-
ìàõåðà.

Íåðàâåíñòâî â òåîðåìå 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì: ìíîãî÷ëåí (R0 − R1)(x)
ðàâåí íóëþ íà ìíîæåñòâå

p−1⋃
m=0

[
m

p
+
m

p2
,
m

p
+
m+ 1

p2

]
.

ìåðû 1
p .

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíûõ p ≥ 2 è d ≥ 1 ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî V (d)

p , ñîñòîÿùåå èç âñåõ íàòóðàëüíûõ n âèäà

n = pk1 + pk2 + . . .+ pks, k1 < k2 < . . . < ks, s ≤ d. (1)
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Â ñëó÷àå p = 2 ýòî â òî÷íîñòè îáúåäèíåíèå õàîñîâ Ðàäåìàõåðà ïîðÿäêîâ
ìåíüøèõ èëè ðàâíûõ d (ñì. [10]).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, êîòîðàÿ îáîáùàåò òåîðåìó 1 èç ðà-
áîòû [10], èñïîëüçóþòñÿ ëåììà 1 è òåõíèêà èç äîêàçàòåëüñòâà óïîìÿ-
íóòîé òåîðåìû 1 èç [10]. Çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì áîëåå èíòåðåñíûé
ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî ñóìì pkj èç (1) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóììû njp

kj ñ
nj ∈ {1, . . . , p− 1}.

Òåîðåìà 2. Åñëè ðÿä ∑
n∈V (d)

p

cnV Cn(x) (2)

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó C íà ìíîæåñòâå E ⊂ [0, 1) c µE > 1−
(
p−1
p

)d
,

òî C = 0 è âñå cn = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî d. Ïðè d = 1

óòâåðæäåíèå âåðíî ñîãëàñíî òåîðåìå 1. Äîïóñòèì, óòâåðæäåíèå âåðíî
äëÿ d− 1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íå âåðíî äëÿ d è ñóùåñòâóåò íå òîæ-
äåñòâåííî íóëåâîé ðÿä (2), êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê C íà ìíîæåñòâå E ìåðû

µE > 1−
(
p−1
p

)d
. Ðàññìîòðèì âñå ïîäîáíûå ðÿäû è èç âñåõ íîìåðîâ n ñ

íåíóëåâûìè cn èç ýòèõ ðÿäîâ âûáåðåì n ñ ìèíèìàëüíûì k1 èç ôîðìóëû
(1). Îáîçíà÷èì ñ âûáðàííîå è k̃ � ñîîòâåòñòâóþùåå k1. Ïîëîæèì:

Ei = E +
i

pk̃+1
(mod 1), i = 0, . . . , p− 1, Fij = Ei ∩ Ej, i ̸= j.

Åñëè X � îáúåäèíåíèå âñåâîçìîæíûõ Fij, òî (ëåììà 1)

µ(X) >
pµ(E)− 1

p− 1
>

p

(
1−

(
p−1
p

)d)
− 1

p− 1
= 1−

(
p− 1

p

)d−1
.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå Fij è äëÿ âñåõ x ∈ Fij ðàññìîòðèì âûðàæåíèå∑
n∈V (d)

p

cnV Cn

(
x− i

pk̃+1

)
−
∑

n∈V (d)
p

cnV Cn

(
x− j

pk̃+1

)
(3)

(ðàçíîñòè â ñêîáêàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ 1). Ñ îäíîé ñòîðîíû,
îíî ðàâíî íóëþ, òàê êàê îáå ñóììû ðàâíû C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çíà÷åíèå
(3) íå èçìåíèòñÿ, åñëè èç îáåèõ ñóìì íåãî óäàëèòü íåíóëåâûå ÷ëåíû ñ
îäèíàêîâûìè íîìåðàìè n òàêèìè, ÷òî k1 > k̃ â ðàçëîæåíèè (1) ÷èñëà n.
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Â îñòàâøåìñÿ âûðàæåíèè ìîæíî âûíåñòè íåíóëåâîé îáùèé ìíîæèòåëü

V Cpk̃

(
x− i

pk̃+1

)
− V Cpk̃

(
x− j

pk̃+1

)
.

è ïîëó÷èòü íåêîòîðûé òîæäåñòâåííî íåíóëåâîé ðÿä âèäà∑
n∈V (d−1)

p

dnV Cn(x), îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ Fij, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê

íóëþ íà ìíîæåñòâå X ìåðû, áîëüøåé 1 −
(
p−1
p

)d−1
. Ïîëó÷åíî ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íåðàâåíñòâî â òåîðåìå 2 òî÷íîå, ò.ê. ìíîãî÷ëåí

(R0 −R1) · . . . · (R2d−1 −R2d−2)(x)

ðàâåí íóëþ íà ìíîæåñòâå, ìåðà êîòîðîãî ðàâíà 1 −
(
p−1
p

)d
â ñèëó íåçà-

âèñèìîñòè îáîáùåííûõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà.
Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 2 â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 3. Âñÿêîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1) c µ(E) <
(
p−1
p

)d
åñòü

ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé {V Cn : n ∈ V (d)
p }.
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