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Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ íà ïîëóîñè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.
Â ÷àñòíîñòè, óñòàíàâëèâàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ äàííûìè ðàññåÿíèÿ.
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In the paper, we study spectral data of the di�erential systems with a singularity in
the case of empty discrete spectrum. In particular, we establish its relation with the
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

y′ = (ρB + x−1A+ q(x))y, (1)

ãäå A,B, q(x), x ∈ (0,∞) � n × n (n > 2) ìàòðèöû, ïðè÷åì ìàòðèöû
A è B ïîñòîÿííû, B = diag(b1, . . . , bn), bj ̸= 0, bj ̸= bk ïðè j ̸= k, ρ �
ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Áóäåì ñ÷èòàòü, êðîìå òîãî, ÷òî ìàòðèöû A è B
óäîâëåòâîðÿþò òåì æå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, ÷òî â ðàáîòå [1].

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî:

Σ =
⋃

(k,j):j ̸=k

{ρ : Re(ρbj) = Re(ρbk)} .

1Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà íà óñëîâèÿõ ëèöåíçèè Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)
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Ïóñòü C \ Σ =
N⋃
ν=1
Sν, ãäå Sν � îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñåêòîðû

ñ âåðøèíîé â íóëå. Ïðè ëþáîì ν ∈ {1, . . . , N} äëÿ êàæäîãî ρ ∈ Sν
ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêàR1, . . . , Rn ÷èñåë b1, . . . , bn òàêàÿ, ÷òî Re(R1ρ) <
Re(R2ρ) < · · · < Re(Rnρ). Ïåðåñòàíîâêà R1, . . . , Rn çàâèñèò òîëüêî îò
ñåêòîðà Sν è íå çàâèñèò îò âûáîðà ρ ∈ Sν.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ρ ∈ Sν, k ∈ {1, . . . , n} ôèêñèðîâàíû. Ðåøåíèå
Φk(x, ρ), x ∈ (0,∞) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ k-ì ðåøåíèåì Âåéëÿ, åñëè
îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Φk(x, ρ) = xµk (hk + o(1)) , x→ 0,

Φk(x, ρ) = O (exp(ρxRk)) , x→∞.
Çäåñü {µk}nk=1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, (h1, . . . , hn) � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö A, B âûïîëíåíî óñëîâèå èíôîðìà-
òèâíîñòè [1], [2]. Ýòî ãàðàíòèðóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè q = 0 ðåøåíèÿ
Âåéëÿ ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ ρ ̸= 0. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë q(·)
îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, k-å ðåøåíèå Âåéëÿ ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî äëÿ âñåõ òàêèõ ρ ∈ C \Σ, äëÿ êîòîðûõ ∆k+1(ρ) ̸= 0, ãäå ∆k+1(ρ)
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ [2].

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(ρ) îïðåäåëåíà ïðè ρ ∈ C \ Σ. Îïðåäå-

ëèì ìíîæåñòâî Σ′ :=
N⋃
ν=1

Sigmaν, ãäå ÷åðåç Σν îáîçíà÷åí îòêðûòûé ëó÷,

ðàçäåëÿþùèé ñåêòîðû Sν è Sν+1 ( SN+1 := S1). Äëÿ ρ ∈ Σ′ ÷åðåç f±(ρ),
ρ ∈ Σν îáîçíà÷èì ïðåäåëû (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíèå ñóùåñòâóþò):

f±(ρ) = lim
ε→+0

f(ρ± iερ).

Èçâåñòíî, â ÷àñòíîñòè [2], ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ∆±k (ρ), ρ ∈ Σν ñóùå-
ñòâóþò äëÿ âñåõ k, ν.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî q(·) ∈ Gp
0, åñëè äëÿ êàæäîãî ν = 1, N è äëÿ âñåõ

ρ ∈ Sν
n∏

k=1

∆±k (ρ) ̸= 0.

Âñþäó äàëåå ïîëàãàåì q(·) ∈ Gp
0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ρ ∈ Σ′ :=

N⋃
ν=1

Σν = Σ\{0} ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Φ±(x, ρ), ãäå Φ(x, ρ) :=

(Φ1(x, ρ), . . . ,Φn(x, ρ)). Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç ìàòðèö Φ−(x, ρ), Φ+(x, ρ)
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1), äëÿ êàæäîãî ρ ∈ Σ′ îïðåäåëåíà (åäèíñòâåí-
íàÿ) ìàòðèöà w(ρ) òàêàÿ, ÷òî Φ+(x, ρ) = Φ−(x, ρ)w(ρ).
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Ìàòðèöó-ôóíêöèþ w(ρ), ρ ∈ Σ′ áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûìè äàí-
íûìè.

Äîêëàä ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ñâîéñòâ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ñèñòåì ñ
îñîáåííîñòüþ âèäà (1). Íèæå ïðèâåäåí îäèí èç ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâà-
íèÿ.

Äëÿ ρ ∈ Σ′ îïðåäåëèì I− êàê ìíîæåñòâî k òàêèõ, ÷òî Re(ρR−k ) =
Re(ρR−k+1).

Òåîðåìà 1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ Σ′ ìàòðèöà w = w(ρ)
ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé. Äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèöû w(ρ)
èìåþò ðàçìåðû 1×1 è 2×2, áëîêè âòîðîãî òèïà ðàñïîëîæåíû â ñòðî-
êàõ ñ íîìåðàìè k è k + 1, ãäå k ∈ I−, è èìåþò âèä(

1 0

wk+1,k 1

)
.

Îäíèì èç âàæíûõ âîïðîñîâ òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ íà ïîëóîñè ÿâëÿ-
åòñÿ âîïðîñ î ñâÿçè ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷àåìûõ ïðè íàáëþäåíèè
ñèñòåìû èç òî÷êè x = 0 è äàííûõ ðàññåÿíèÿ [3], ïîëó÷àåìûõ ïðè íà-
áëþäåíèè èç áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Âûÿâëÿåìûå çäåñü ñâîéñòâà
èãðàþò âàæíóþ ðîëü, â ÷àñòíîñòè, â ïîëó÷åíèè õàðàêòåðèçàöèè ñïåê-
òðàëüíûõ äàííûõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü v = v(ρ), ρ ∈ Σ′ � äàííûå ðàññåÿíèÿ ñèñòåìû (1),
ãäå q(·) ∈ Gp

0. Ñóùåñòâóåò äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ δ = δ(ρ),
ρ ∈ C\Σ, èìåþùàÿ êîíå÷íûå ïðåäåëû δ±(ρ) äëÿ âñåõ ρ ∈ Σ′, òàêàÿ, ÷òî
v(ρ)δ+(ρ) = δ−(ρ)w(ρ). Äëÿ ìàòðèöû δ(ρ) ïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà
δ(ρ) = δ(0)(ρ)(I + o(1)), ρ→∞, ãäå δ(0)(ρ) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå (1)
ïðè q = 0.

Ïðèâåäåííûé íèæå ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûå ðàññåÿíèÿ ìî-
ãóò áûòü íàéäåíû ïî çàäàííûì ñïåêòðàëüíûì äàííûì ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðîé êîíñòðóêòèâíîé ïðîöåäóðû, íå òðåáóþùåé ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-
äà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò îäíîé ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è ê äðó-
ãîé ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåí-
íûõ àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû-ôóíêöèè δ = δ(ρ), âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðè ρ ∈ Σ′: δ+k,k(ρ) =

δ−k+1,k+1(ρ)wk+1,k(ρ), k ∈ I−, δ+k,k(ρ) = −δ
−
k−1,k−1(ρ)w

−1
k,k−1(ρ), k − 1 ∈ I−,

δ+k,k(ρ) = δ−k,k(ρ), k /∈ I−, k − 1 /∈ I−.
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