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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА.
МЕТОД СЛЕДОВ

Пусть линейный, дискретный, самосопряженный, полуограниченный
снизу оператор T с ядерной резольвентой действует в сепарабельном
гильбертовом пространстве H. Пусть P — ограниченный оператор умно-
жения на функцию p ∈ H действующий в H. Обозначим через σ(T ) =
= {λn}∞n=1 и σ(T + P ) = {µn}∞n=1 спектры операторов.

Рассмотрим следующую обратную задачу спектрального анализа:
пусть ряд

∑
n

|λn−ξn| сходится. Для последовательности {ξn} требует-

ся доказать существование и единственность такого оператора T +P ,
что его спектр σ(T +P ) совпадает с данной последовательностью {ξn}.

За последнее время метод, идея которого высказана в [1], был обоб-
щен для абстрактных дискретных операторов, найдены и обоснованы
эффективные алгоритмы по нахождению приближенного решения об-
ратной задачи [2]. Приведем пример применения метода.

Пусть оператор T0, порожден краевой задачей Дирихле:

−∆v = λv, v|∂Π = 0,

где ∆ — оператор Лапласа, Π — прямоугольник со сторонами a и b.

Введем оператор T =

∫ ∞

0

λβdE(λ), где E(λ) — спектральное разложе-

ние единицы оператора T0, β > 3/2, λβ > 0 при λ > 0. Можно показать,

что λkl =

(
π2k2

a2
+

π2l2

b2

)β

, k, l ∈ N.
Пусть стороны прямоугольника a = 4

√
2 и b = 1; степень β = 2.

Положим m = 9. Тогда будем иметь {λ1, . . . , λ9, . . . } = {28.76, 144.66,
218.68, 460.19, 535.21, 929.99, 1060.11, 1380.87, 2329.73, . . . }. В качестве
возмущенной последовательности возьмем {ξ1, . . . , ξ9} = {−14.70, 118.56,
189.90, 449.10, 511.75, 903.62, 1051.98, 1372.41, 2324.44}. Показано, что
функция

p(x, y) = −177.59 cos(5.28x) cos(6.28y)−
−105.16 cos(10.56x) cos(6.28y)− 116.70 cos(5.28x) cos(12.57y)−
−44.36 cos(10.57x) cos(12.57y)− 91.65 cos(15.85x) cos(6.28y)−
−105.39 cos(5.28x) cos(18.85y)− 30.93 cos(15.85x) cos(12.57y)−
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−33.09 cos(10.57x) cos(18.85y)− 19.70 cos(15.85x) cos(18.85y)

дает множество {µ1, . . . , µ9} которое отличается от множества
{ξ1, . . . , ξ9} на величину равную 0.000075, в смысле метрики `2.
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АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
ВОЗМУЩЕННОГО ДИСКРЕТНОГО ОПЕРАТОРА

Пусть T — положительный линейный самосопряженный оператор,
действующий в сепарабельном гильбертовом пространстве H с компакт-
ной резольвентой и простым спектром σ(T ) = {λn}. Занумеруем соб-
ственные числа {λn}∞n=1 в порядке возрастания и обозначим через {vn}∞n=1

ортонормированные в H соответствующие собственные функции. Пусть
ряд

∑
n

1
λn

сходится. Тогда dn = λn+1−λn →∞. Пусть P — ограниченный

оператор действующий в H. Тогда найдется N такое, что при n > N
выполняются неравенства ‖P‖ < dn/2 и q := ‖P‖

r
< 1, где r = 1

2
inf
n>N

dn.
Обозначим через µn собственные числа оператора T + P занумерован-
ные в порядке возрастания действительных частей, с учетом алгебраи-
ческой кратности, а через un соответствующие им ортонормированные
в H собственные функции. Можно показать, что матрица Вандермон-
да

(
µm

k

)
k=1,N, m=0,N−1

обратима. Обозначим элементы обратной матрицы
через wkm.

В работе приводятся формулы асимптотики собственных функций
возмущенного оператора un при любом n. Например, для первых k ≤ N
собственных функций они имеют следующий вид.

cnkuk =
N−1∑
m=0

wkm

(
λm

n vn + mλm−1
n (Pvn, vn)vn+

+
∑

l≤N,l 6=n

λm
n − λm

l

λn − λl

(Pvn, vl)vl +
∑

l>N

λm
n

λn − λl

(Pvn, vl)vl + Rm
2

)
,
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