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Задания по численным методам. 
 

Курс 4, семестр 1. 

 

1. Эллиптические уравнения. 
Уравнение: 
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u ,   границе прямоугольника D. 

Разностная схема: 
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Сумма берется по тем узлам, 

окружающим узел (i,j), которые попали 

на границу, т.е. либо i i N1 1 0 1{ , }, 

либо j j N1 1 0 2{ , }.  

 

 

 

1.1. Метод Якоби. 
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1.2. Метод Зейделя. 
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1.3. Метод верхней релаксации. 
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Во всех трех методах вычисления идут по возрастанию i и j: 

 
 

1.4. Попеременно-треугольный метод. 
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Подробнее: 
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откуда определяются 21/n
ijy , вычисления ведутся по 

возрастанию индексов i, j; далее 
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откуда определяются 1n
ijy , вычисления ведутся по 

убыванию индексов i, j. 

 

1.5. Метод переменных направлений. 
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Начальное приближение y0 -произвольно. 
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j фиксировано, 1 12j N . Система решается методом 

прогонки. 

Оптимальное значение параметра 
l hmax min*
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Эллиптические уравнения. Задания. 
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Задание 1. f x y u x y1 0 4 0 1
1

4

2 2, , , ( )      . 

 u x u
y

u
x

u
y

y x y x0

2

4

2

1 0

21

4 4
4

4

1

4 4
; ; ; .       

 

Задание 2. u x y x y2 2 0 1, , .   

 u y u x y u u x x
x x y y0

2

1

2 2

0 1

22 4 0 2 2, , , .       

 

Задание 3.  u xy x ysin , , .    0 2 0 10  

Задание 4.  .40  ,20  ),4(cos)2(sin 22 yxyxu  

Задание 5.  u x y x y, , .    0 8 0 2  

Задание 6.  u
y

x y
x y

( )
, , .

1
0 2 0 4

2 2
       

                    Подсказка: должно быть u 0. 

  

Задание 7.  u arctg
x

y
arctg

x

y
x y

1 2 1
0 5 0 1, , .     

                  Подсказка:  u  - гармоническая, и u
x

xx 0

1 1 2

0 1 2

, [ , ]

, [ , ]

  

  
 

Задание 8.           

u

x
a

y
b

a b
a b x y

2 2

4 16
4 2 0 4 0 2

2 2

2 2

, , ; , .        

             Подсказка:  должно быть u 1. 

 

Задание 9.  .42  ,10  ,
2

1
)][ln( 22 yxyxu  

      Подсказка:  должно быть u 0. 

 

Задание 10.  u arctg
y

x
x y, , .    2 4 0 1  

Задания 
 

А) Решить задачу методами Якоби (установления) и Зейделя и 

сравнить. Погрешность результата оценить по правилу Рунге. 
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Б) Решить задачу методом верхней релаксации при 
o
 , где 

o
оптимальное значение, и методом Зейделя. 0 01. . 

Погрешность результата оценить по правилу Рунге. 

 

В) Решить задачу попеременно-треугольным методом. 

0 01. . Погрешность результата оценить по правилу Рунге. 

 

Г) Решить задачу методом переменных направлений. 

0 01. . Погрешность результата оценить по правилу Рунге. 

 

2. Параболические уравнения 

 
2.1. Одномерное. 
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   1. Явная разностная схема. 
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   2. Неявная разностная схема. 
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Переход от слоя ”n” к слою ”n+1” - решение (N-1) уравнения  

с (N-1) неизвестными   y i Ni

n 1 1 1,   ... . 

   3. Схема с весами. 

Устойчивость  .    ,
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 n=0 

Пересчет поточечно 
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     3.1. 
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aппроксимации равна  O h( )2 4 . 

        Схема повышенного порядка аппроксимации. 

     3.2. 
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     3.3.  В остальных случаях погрешность аппроксимации 
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2.2. Двухмерное параболическое уравнение 
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НУ: u x u x( , ) ( )0 0
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ГУ:  u x t x
x

( , ) ( ),  Г = граница D.   t>0. 

   а) Явный шаблон 
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   б) Неявный шаблон   
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Погрешность аппроксимации равна O h( | | )2 . 

   в) Схема с весами  (аналогично одномерной) 

Устойчивость:
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2
 - схема Кранка-Никольсона) 
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   г) Метод переменных направлений 
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После нахождения yn 1 2   вектор yn 1  находится так: 
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Параболические уравнения. Задания. 

Задачи.   u u x l tt xx,     0 0, .   u A e k x lk

k l t

k

( ) sin( ).
2

1

 

                 u t u l t t( , ) ( , ) .0 0 0,      l=10. 

Задание 1. u x
x

l
0 ( ) sin . 

Задание 2. 
l

x

l

x
xu

2
sinsin2)(0  

Задание 3. 
l

x

l

x

l

x
xu sin

2
sin2sin3)(0  

Задача ”k”. .sinsin...)1(sin)1(sin)(
1

0

k

j l

jx
j

l

x
k

l

x
k

l

kx
kxu  

Решение задачи ”k”:    u x t je
jx

l
x l tj l t

j

k

( , ) sin . , .( )2

1

0 0     

Задания. 

А)  Решить задачу ”k” явной и неявной схемой ( 1).  

0 t T.   T=10. Точность 0 01, .  

Б)  Решить задачу ”k” схемами с весами: 

      а) схемой повышенного порядка аппроксимации 
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*

1

2 12

2h
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       б) схемой Кранка-Николсона ( )
1

2
.   T=40.  0 01. . 

 

Многомерные задачи.                            

u

t
u u x l y lxx yy , , .    0 01 2

          

u x y t A e

k x

l

k y

l
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*sin sin

, 1

1 2

   

u|Г=0.   u u x y
t 0 0( , ).                                 jk

j

l

k

l1

2

2

2

. 

Задача ”jk”.    u x y
j x

l

k y

l
l l0

1 2

1 21 2( , ) sin sin , , .     

Задания.   Решить задачу ”jk” :  а) явным методом.  T=2.  0 01, .  

                  б) неявным методом ( )1 . 

                  в) методом переменных направлений. 

 

3. Гиперболические уравнения. 

 
3.1. Одномерные. 
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x
x l t T, , .   0     

НУ:  u x u x
u

t
x u x x l( , ) ( ); ( , ) ( ),0 0 00 1      . 

ГУ:   u t u l t t T( , ) , ( , ) , .0 0 0 0       

 

Разностная схема (трехслойная): 
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НУ:  y u y ui i i i
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ГУ:   y yn

N

n

0 0 0,   . 

Здесь ~ ~ ( )u u xi i0 0
  подбираются так, чтобы погрешность аппроксимации 

НУ: 
u

t
x u x( , ) ( )0 1

   равнялась погрешности аппроксимации основного 

уравнения. 

Скажем: ixiii u
h

uuu 02

2

100

1

2
 ~    аппроксимирует 2-е НУ порядка 

0 2 2( ).h   

Устойчивость: 
1

4
1

1
( ),   где  .

2

2

h
 

Второй порядок аппроксимации уравнения: 

Явная схема: 0.   Устойчива, если  1, т.е. h.   

 

Гиперболические уравнения. Задания. 

u x u x
u

t
x u x x l( , ) ( ), ( , ) ( ), .0 0 00 1           

Решение:                           

l

xk
bxuxu

l

tk
b

l

tk
a
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xk
txu

kk

kkk

sin)()0,( 

 ]cossin)[sin(),(
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u

t
x u x

k x

l
a

k

l
k k( , ) ( ) sin ( ).0 1 1  

Задача ”k”.  u x b
k x

l
u x a

k

l

k x

l
b k ak k k0 1 1( ) sin , ( ) ( ) sin , , .     k  

                      u x t
k x

l

k t

l
k

k t

l
l( , ) sin [sin cos ]. .  10  

Задания 

А)  Решить задачу “k ” трехслойной  разностной схемой 
       h,   1 

Б)   h,   
1

2
 

В)   
h

2

3

15
,    

Г)  Решить задачу “k” по явной схеме,  0. 

Во  всех случаях  0 01. .  Оценить погрешность решения по формуле 

Рунге. 


